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AVANT-PROPOS 


Ce second tome des Méthodes de la théorie mathématique de l’élas- 
ticité est consacré à l’application des méthodes mathématiques 
exposées au premier tome à la résolution de différents problèmes 
de l’élasticité. Ses cinq chapitres (par le nombre de méthodes) 
les présentent de façon exhaustive. 

Parallèlement à l'exposé de questions théoriques générales, on 
donne la solution de nombreux problèmes pratiques spécialement 
choisis de façon à illustrer les possibilités de telle ou telle méthode 
concrète. Des critères de simplicité, d'élégance mathématique et 
d'intérêt pratique ont présidé au choix des problèmes dans la 
masse énorme de publications récentes. Le cadre restreint de 
l'ouvrage n’a pas permis de présenter ici nombre d'ouvrages 
forts intéressants. On espère néanmoins avoir donné au 
lecteur un guide qui lui facilitera l'étude de la littérature 
spéciale. 

La présentation du matériel par méthodes mathématiques et non 
par problèmes de l’élasticité (flexion et torsion des barres, problème 
plan et tridimensionnel, etc.) nous paraît plus avantageuse, per- 
mettant ainsi de concentrer l’attention sur les particularités et les 
possibilités des méthodes proposées. Cette approche est en par- 
fait accord avec le point de vue selon lequel l’élasticité serait une 
branche de la physique mathématique. 

Soulignons que les méthodes de l’élasticité linéaire permettent 
souvent de venir au bout des problèmes relatifs à des milieux 
d'une rhéologie heaucoup plus complexe. Ainsi, par exemple, les 
problèmes élastoplastiques se laissent résoudre, dans le cadre de 
la théorie des petites déformations, par la méthode des solutions 
« élastiques ». L'étude des problèmes visco-élastiques peut être 
ramenée aux équations de l’élasticité pour les transformées. 
L'appareil de l'élasticité linéaire s’applique naturellement à 
l’étude des problèmes de l’élasticité non linéaire. Toutes ces ques- 
tions, ainsi que celles concernant les problèmes de l’élasticité 
linéaire pour le milieu anisotrope sont exposées de façon à la fois 
concise et suggestive au supplément. 
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Dernière remarque. Dans ce second tome la numération des 
chapitres, dessins, tables est consécutive à celle du premier tome, 
là numération et les références aux formules sont naturellement 
effectuées comme au premier tome. 


Y. Parton, P. Perline 
Moscou, 1932. 


CHAPITRE IV 


MÉTHODE DE SÉPARATION DES VARIABLES 
DANS LES PROBLÈMES DE L’ÉLASTICITÉ 


& 1. Problèmes de l’élastieité pour la boule et l’espace eomportant 
une eavité sphérique 


On à montré au $ 10 du chapitre I que la solution du pro- 
blème de Dirichlet pour une boule peut être obtenue par la 
méthode de séparation des variables en faisant appel aux fonc- 
tions sphériques associées. On à établi par ailleurs au $5 du 
chapitre III que le problème fondamental de l’élasticité pour la 
boule peut être ramené aux trois problèmes de Dirichlet. Ainsi 
apparait une possibilité d'appliquer directement la méthode de 
séparation des variables à la résolution de problèmes de l’élasticité 
aussi. Appliquons la méthode de séparation des variables dans le 
cas d’un domaine sphérique tout en utilisant les représentations 
de Papkovitch-Neuber. Cherchons tout d’abord la solution du pro- 
blème à symétrie axiale qui permettra de construire la fonction 
de Green pour un chargement arbitraire. 

I à été établi au $5 du chapitre III que les déplacements en 
coordonnées sphériques peuvent, dans le cas d’une symétrie axiale, 
être représentés à l’aide des projections d’un vecteur harmonique 
w(h., d, %.) et d’une fonction scalaire harmonique 9 sous la 
forme 


- : [2] 
u, = 4(i — v)y, — Es (ro, + 9), 
(1.1) 
; 1 
Ug = (1 — v)y — ee (rù, + 5), 


où w, et 4, sont les projections du vecteur Ÿ sur les axes 7 et 6. 

Servons-nous de ces représentations pour obtenir des représen- 
tations commodes (du point de vue de la résolution des problèmes 
aux limites) de solutions partielles des problèmes de l’élasticité 
concernant une boule ou un espace à cavité sphérique. Servons- 
nous pour l’élaboration des fonctions harmoniques indiquées de la 
méthode de séparation des variables. Donnons-nous un entier 
positif n. Etant donné la symétrie axiale, les projections du vecteur 
Y sur les axes de coordonnées x et y peuvent être choisies sous 
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la forme (cf. $ 10, ch. I) 


de — Ar" Cos ps, 


__— (1.2) 
d, = Ar” sin ® E 


(À = const), et la projection d, sous la forme (A* — const) 
d, — A*r°P, (cos 8). (1.3) 
Pour les projections 4, et 4, nous obtenons alors les représentations 


Wu = 7" Ë sin ae? + A* cos 0 P,(cos o | ; 


(1.4) 


dP,A(cos 6) 


de =" [4 cos 8 _ A* sin 6 P,(cos o)| | 


Transformons-les à l’aide des identités connues [37] 
(u®—1)P(u)=n(uPl, — Pi), uP(u)=nP,+ P,-1 (15) 
Posant A* — — nA, nous pouvons simplifier : | 

ÿ, = —nAr"P,_1(u), 


(1.6) 


Ye = —Ar"P!_j(u) sin 6 = Ar" 1. 


La fonction © sera choisie sous la forme 
p—= —Br"-1P,_1(u). (1.7) 


Utilisant (1.6) et (1.7) on peut obtenir les expressions des dépla- 
cements et des contraintes à l’intérieur de la boule sous une forme 
très compacte. À des valeurs arbitraires de À et B correspondront 
des solutions particulières qu’on peut utiliser pour la résolution 
du problème aux limites à symétrie axiale pour une boule. 

On peut conduire des raisonnements analogues pour un n 
négatif. Le résultat obtenu dans ce cas s’établit en remplaçant 
dans les constructions précédentes x par —(n + 1) et en tenant 
compte de l'identité P_,,1 — P,. Celle-ci découle du fait que 
l’équation pour les polynômes de Legendre se définit par le nom- 
bre n(n + 1), donc est invariante par rapport au changement n° — 
—= —(n + 1). Les solutions particulières obtenues peuvent être 
utilisées pour la résolution de problèmes à symétrie axiale qui 
concernent l’espace comportant une cavité sphérique. 

Bien entendu, la méthode de séparation des variables pourrait 
être appliquée directement aux équations de Lamé (en coordon- 
nées sphériques et compte tenu de la symétrie axiale), mais la 
voie exposée (moyennant les représentations de Papkovitch- 
Neuber) s'avère plus commode. 
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Rapportons l’ensemble des solutions particulières, en déplace- 
ments et en contraintes, pour les problèmes intérieur et extérieur, 
obtenues à partir des représentations (1.6) et (1.7) [86]. Pour le 
problème intérieur nous avons 

u, = [Ar*ti(n + lj(n — 2 + 4v) + Br'-n]P,(cos 6), 
— D. 


(1.8) 
üug= [Ar tn +5 — 49) + Br'-1] 


7 = [A(n + 1)(n? — 0 — 2 — 2v)r" + Bn(n —1}"-27]P,(cos 6), 
en ce = LAURE + 2n — 1 + 2vr" + B(n — 1}r"-2] 


PL = —[A(N? + An +2 + 2v)(n + 1j" + Bn?r*-2] x 


dPA(cos 6) 
46 ? 


(1.9) 


ee 6) cot 6 
9 


X P,(cos 6) — [A(n + 5 — 4v)r® + Brv-2] CE 


0, = [A(n + 1)(n +2 — 20 — Anv)r + Bnr*-2] x 


24 
x P,(cos 8) + [A(n + 5 — 4v}r® + Br*-2] Pas? cot 6. 


Pour le problème extérieur : 
u, = [Cr-"n(n +3 — 4v) — Din + 1)r-"-2]P,(cos 6), 


(1.10) 
dPa(cos 0). 
TT æ@  ? 


ue = [Cr "(—n + 4— 4%) + Dr-"-?] 


—_ 6, =[—Cnr-"-U{n? + 3n — 2v) + D(n + 1)(n + 2)r-"-3]P, (cos6), 


2u 
59 = [Or-"- Un? — 2 + 24) — D(n + 2)r-"-3 ÉPa(cos 8), 
2p dô 
— 6e = [Cnr-*-Un?t — 2n — 1 + 2v) — D(n + 1)7-"-3] x 
ga (1.11) 
X P,(cos 8) — [Or-"-1(— n + 4 — 4v) + Dr-"-3] 0 cot 8, 
PL = [Cr Un + 4 — Any — 2%) — D(n + 1)r-*-3] X 
XP, (cos 8) + [Cr-"-W(—n + 4 — 4v) + Dr-"-3] PAT € ot 8. 
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Désignons par KË et LE, M5 et N£ les expressions entre 
crochets dans les représentations des déplacements , et w, et 
des contraintes o, et +, sur la frontière, c’est-à-dire pour r —> R 
(les signes « + » et « — » indiquent les problèmes intérieur et exté- 
rieur respectivement). 

Utilisons ces représentations pour la résolution des premier et 
deuxième problèmes intérieur et extérieur. Dans le cas du pre- 
mier problème nous supposerons donnés les déplacements 


u,(0) = (0), ue(8) = u$(8) (r = R). (1.12) 
Dans le cas du deuxième problème, les contraintes 
9,8) = 648), (8) = +%(8) (r = R). (1.13) 


Alors, en utilisant les développements en séries suivant les poly- 
nômes de Legendre, nous pouvons tirer des conditions aux fron- 
tières (1.12) et (1.13) les coefficients inconnus : 


K+ — Ses - \ 2.) PAtcos 6) sin 6 d6, 
à (1.14) 
Lé — On + "| a9(8) dP,(cos Re 0 db; 
2 df 
[0 
Mi — _- - \s.()PAtcos 6) sin 6 d6, 
: (1.15) 


LA 
LA 2 


Ne re (8) LPsC058) in 6 dO. 
2n(n + 1) dû 


Après avoir déterminé ces grandeurs, on peut calculer les coeffi- 
cients À, B,, C, et D,. 

Etudions maintenant la résolubilité des systèmes d’équations 
algébriques obtenues. Nous allons commencer par le deuxième 
problème intérieur. Des deux premières formules (1.9) découle que 
la détermination des constantes À, et B, s'avère possible quand 
le déterminant du système est non nul. Dans notre cas l’expres- 
sion du déterminant 


—2(n — 1){n(n — 1) + (1 + v)(2n + 1)]R-L (1.16) 
est différente de zéro pour x = 0, 2,3,..., de sorte que pour ces 


valeurs toutes les équations doivent être résolubles. La résolubi- 
lité des équations correspondantes pour n = 1 doit découler de la 
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condition d’équilibre de la boule, nécessaire pour la position du 
problème aux limites. Déterminons le vecteur résultant des efforts 
P, s’exerçant sur le corps (la nullité du vecteur-moment découle 
automatiquement de la condition de symétrie) : 


P:— 2x | [c%(0) cos 6 — -%(6) sin 0] sin 648 — 
Oo 


1 
co 


= 97 k° M, cos 0P,(cos 6) — 
» 
ñn m0 
— 1 


— nNif[cos 8P,(cos 8) — P,_,(cos 8)]!d cos 6 = 0. (1.17) 
Seul le second terme se trouve être différent de zéro, de sorte que 


nous obtenons 
|| 


1 
P, = 2x | a | cos? 6d cos 8 — Ni \ (cos® 8 — 1)d cos | = 
“1 nf 
4r R° 


=—(MI+2Nt). (118 


Par conséquent, la condition d’équilibre est équivalente à l’égalité 
Mi +2Ni =0, (1.19) 


qui permet d’estimer l’équation résoluble pour un déterminant nul 
également. Compte tenu de ceci nous avons 


a (1.20) 
8uR(1 + v) 4uR(1 + v) 
Le coefficient B, ne figure pas dans la solution (il a été introduit 
formellement pour l’unicité de l’écriture des expressions (1.8) et 
(1.9)). Si, par suite d’une erreur commise dans les calculs de M* 
ou N}, la condition (1.19) n’est pas remplie, ceci ne doit pas être 
un argument pour refuser l’utilisation de la formule (1.20). 
D'une manière analogue, dans le cas du problème aux limites 
extérieur, utilisant les deux premières formules (1.11) nous abou- 
tissons à un système d'équations de déterminant 


2(n + 2)[(n + 2)(n +1) — (1 + v)(2n + 1)]R-#-". (1.21) 


Cette expression est différente de zéro pour n = 0, 1,2, ... 
Dans tous les cas considérés, la solution se représente sous la 

forme d’une série dont les coefficients sont des intégrales des 

conditions aux limites. En intervertissant dans ces séries les 
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ordres de sommation et d'intégration, il peut s’avérer possible (de 
même que dans le cas harmonique) de sommer les séries internes, 
ce qui conduira à une représentation compacte de la solution. 
Effectuons cette procédure conformément à [12] dans le cas du 
deuxième problème intérieur (les contraintes tangentielles sont 
supposées nulles). Servons-nous de l’égalité 


r/2 
P, (cos 8)P,(cos x) — ét \ P,(à) dé, (1.22) 
us 
(4) 
où À = Cos(6 + à) + 2 sin 6 sin «sin? 4. Nous obtenons alors 
la représentation des déplacements uw, et “, sous forme d’inté- 
grales doubles 


= 2/2 


U, = : \ ca) sin a da \ dd D P, (À) X 


nm? 


0 0 


0 ii R 21—2v) 7 
x Le +2 CUT 


0 


S{x) sin « de 2 \ dy Ÿ PR) x 


fn =2 


r n+1 r 1 
x [ee] +40 (5) Ts 
Qn+1{n—2+4Y%Xn+1), 
M+(+2v)n+1+v 


(1.23) 


=" 
L 47u 


a 1 


Ajs = — 


___ (2n + 1Xnt +2n — 1 + 2v)n 


de nan —1)[f +(1+2v)n+1s v] 
(1.24) 


(2n + 1Xn + 5 — 4v) 


An = — 2 
n+(i+2vn+l+sv 


_ _(@R+IXM+2n—1+2v) 
(a —1{n+(i+2v)n+1+v] 
On peut transformer les séries figurant dans (1.23) de manière à 


obtenir les expressions des déplacements sous forme explicite. A 
cette fin décomposons les fractions rationnelles (1.24) en sommes 
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de polynômes et de fractions rationnelles élémentaires : 


Ag = — (28 +1) +41 — v) ++ E—, 


AR N— 


À (0h DEAL NE. 2.0; ©. 


n — 1 R—R n — 


où n#, et #, sont des racines conjuguées complexes de l’équation 
n® + (1 + 2vjn + 1 + v = 0. (1.26) 
Les constantes P, Q, $ et T figurant dans (1.25) ne dépendent que 


du coefficient de Poisson et se calculent de façon élémentaire. 
Ainsi, le problème se ramène au calcul des sommes du type 


SP), Errl (A, Y _ P,(à). 


a 


La valeur de la première somme est connue [11]: 


Ÿ r' PA) = —; 8 — Vre — 2rXx + 1. 


ñnn0 


On à également les relations suivantes : 


_ I ”_ r(r — À) 
2 P,(A) =7r pe à P,(A) = PERRET TM 


1 


> = P,(A) =7r° 


ñn=0 n — a 


© Les dy 
TL m Érerer 
(4) 


OL 


La dernière intégrale pour a = n, et n, est au facteur 1/a près 
une fonction hypergéométrique. Il est dès lors très simple de 
calculer les intégrales par rapport à d; les représentations défini- 
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tives des déplacements sont alors 


u,(r, 8) = . cf x)H, Æ :20, +) sin a da, 


| 
j 


(1.27) 
ug(r, 8) — À ox) Ho ( 6, +) sin & du. 
27 un R 
Ici 
H,(r, 6, x) =—<T " HE (er + v) + 
1—+—v 2 2r èr 


1 
+ 201 — 9 ET +re(( He + U(ry) dy, 
[e) 


Se +T 


1 
Holr, 8. = [6e — #)U +re( (Si + ] Utry)ày |, 


1 
y° i 
212 


U(r) = U(r, 0, x) = | dÿ Ÿ r'P,(N) = 2 — = — (1 +rcos 6 cos a), 
ni em 2? 
0 


= (l—r+arsinttte, je #smôsme AE | 


K(k) est une intégrale elliptique de première espèce. 

La solution du problème de l’élasticité est donc obtenue sous 
forme explicite. 

On peut maintenant aborder le cas d’un chargement asymé- 
trique (réalisé par des efforts normaux uniquement). Pour cela il 
convient de poser dans les formules (1.27) o2(6) — Ô(8), c’est-à- 
dire de considérer un problème où le pôle est sollicité par une force 
concentrée. Sommant les solutions sur toute la sphère on obtient 
la représentation intégrale de la solution dans le cas d’un char- 
gement arbitraire par des forces normales (que l’on peut considérer 
comme une sorte de fonction de Green). Le problème étant un pro- 
blème intérieur, le procédé exposé nécessite une correction. Le 
fait est que dans ce cas le chargement est non équilibré et la solu- 
tion obtenue formellement dénuée de sens. Aussi faut-il l’équili- 
brer par une charge (qui à l’étape finale de construction de la solu- 
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tion disparait automatiquement par suite de l’auto-équilibre des 
forces extérieures). Nous pouvons par exemple appliquer au centre 
une force compensatrice concentrée. Il est vrai qu’alors la solution 
admettra une singularité à l’origine des coordonnées, mais celle-ci 
disparait lors de la sommation. Une autre approche est proposée 
dans l’article déjà cité [12]: il s’agit de représenter la force 
compensatrice comme la somme de forces massiques, uniformé- 
ment distribuées dans le volume et dirigées suivant l’axe z, et 
d’une certaine solution compensant les contraintes tangentielles. 
La solution se représente alors sous la forme 


ut = [cost SR ir +R (TE ,8,0)| — 
AR 1+%v T R? 47uR 


3r* 1 —2v 1 P: 
ùÿ — 0 —— — 6, 
° [sin Re tv Ur (+ o)| ur 


(1.28) 


Soit o(R, 6, ©) = o(6, ») la condition aux limites imposée à 
la surface de la sphère. Ecrivant les formules (1.28) pour un point 
arbitraire 0”, +’ et sommant, nous obtenons 


Le à < &, s)A, | LE O, o) sin «da, 


ur, 9, 29 = 


2= 
R 


we(r, 0”, ?°) = Fer \ a ca, 5)Ho (+ O, 0) sin «da, 
0 0 


O = arc cos [cos 8’ cos x + sin 8”’sin & cos (2 — 2)]. 


S 2. Problèmes sur l’équilibre d’un cône circulaire 
et d’un eoin 


Appliquons la méthode de séparation des variables aux problè- 
mes concernant un cône circulaire (0 <r <oo, 0< 80< «, 
—rx< ®< x). Nous utiliserons naturellement un repère sphéri- 
que, dans lequel le système d'équations (4.4) du chapitre II 
admet une séparation des variables. Nous allons nous limiter à 
une classe assez particulière de solutions où tous les déplacements 
sont proportionnels à 1/r et les déplacements , et w propor- 
tionnels en outre à cosnoetu., à sinno(nun entier non négatif). 


2 
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Une substitution directe permet de s’assurer que les dépla- 
cements, représentés sous la forme 


— ST nee = +Ct&® +Deot + |: 


L cos no 


io 509 D À + 3u en 0 r°A ge 
r sing 24 d6 | cosno 


+ cos (Cie + D cot +! " Gt&T Fe H co |» (2.1) 


— COS o(ctg® — Deot®)—Gtg® + Hot = l 


D|3 


A = 2 | A(n + 008 6) tg © + B (n — cos 6)cot e. , 
rm 4 


vérifient les équations de Lamé. Ici À, B, C, D, G et H sont 
des constantes arbitraires. Les cas de n — 0, nr = 1 nécessitent 
une étude spéciale. On donne ici cinq solutions particulières 
correspondant à ces cas [87]. 

Solution I. Introduisant une constante arbitraire P, nous 
obtenons 


U, = ————) 


À + 3: P in0 
Ug = — Po ee ee Sens , Us = 0, 
202 + 2u) 4m r 


3x + 4 P; cos8ô 
D —— (2.2) 
ÀA+2u2 dr r° 
P, cos0ô 
Ce = Co = = —, 
A+2u 47 r° 
P, sin8 
Tr0 —= | Ê —< —— ) +69 — Ter = 0. 
A + 2u 47 1 


Remarquons que cette solution se confond avec la solution 
(6.29), (6.30) du ch. III, pour une force concentrée dans l’espace, 
transcrite dans un repère sphérique. La force P, est appliquée à 
l’origine des coordonnées et dirigée le long de l’axe =. 
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Solution II. Introduisant une constante P, nous obtenons 


P;, sin8coso 
a 


47 r 
À + 3u P; cosôcoso 
Ug = ———— 2 © ; 
2(4 + 2u) 47u r 
u, — A — 34 OP, sin , 


20 + 2x) 4x 7 


3Àà + 4u P, sinO6cos® 


Op = — ———— © << ——— 5 


2.3 
u P, sin6cos® (2-3) 
À+2u 47 du 
+69 — 0, 
u  P,sin 
es = ———— 3 


n +2  r° 
u  P, cos cos® 
Cette solution correspond à une force P, appliquée à l’origine 


des coordonnées dans la direction de l’axe x. | 
introduisant la constante P., on obtient la solution II : 


P, P,  sinô 
= — Ua = ——_—_—___——— u = 0 
" Ph . r 1+ cos0 ? 7 * 
P P cosô 

— — 9 _ — Qu —3 —_—— 

Le F 2 ? je F rè 1 + cos0 
(2.4) 
P 1 

= 92 3 

7e F rè 1 + cos0” 


sin6 


P 
ge = Ter = 0, +, = 20 — ——-: 
de cé ? É " 5 1 + cos6 
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La solution IV s'obtient avec une constante P, : 


P, cos ; ___ P; sing 


© —= ——— 3 


U, = O0, Up — — ; 
r 1+cos0 r l+coso 


P, (1 — cos 
D 0 Dee op 0) 
r (1 + cos0)sin0 
| (2.5) 
P, (1 — cos0)si 
ee, 
r* (1 + cosô)sin 0 
P sin © cos ® 
Tor = — 2 + —— mn DE en. 
e DEEE di "  1+0cos06 
Enfin, la solution V s'obtient avec une constante P, : 
Ps sin 6 cos ® 
U, = — ——";, 
r 1+0cos8 
P, Ps - 
Ug = — COS O, U, = — —“Sin 9, 
r r 
P,; sin0 
r* 1 + cos0 
(2.6) 
: P. sin6sino 
OST A 4 
r* 1 + cos 0 
Ps (o 1 
er = u 12 — —— \|sin 
is L r° —) Le 
P 1 
70 = —u —12 — —— |0cos ». 
r 1 + cos 0 


Faisons la somme des solutions I et IIL exigeant par ailleurs 
que sur le cône 0 — «x les valeurs frontières du vecteur des con- 
traintes s’annulent. Pour les composantes tangentielles cette 
condition est automatiquement satisfaite. Pour la composante 
normale on à l’équation 


D Pen ae 6. (2.7) 
À + 2u 4r 1 + cos x 

La solution que nous avons obtenue se rapporte au cas d’un 
cône dont la surface latérale est libre de contraintes. Détermi- 
nant la résultante des efforts s’exerçant sur toute surface passant 
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à l’intérieur du cône (il est commode de prendre comme telle une 
partie de sphère centrée au sommet) nous voyons qu’elle se 
ramène à une force 


P: 


2 i+ Qu) LA (1 + cOsŸ a) + u(1 == cosa)(1l + COS? «)] (2.8) 


F, = 


dirigée le long de l’axe x vers l’intérieur du cône. 

Posant dans les formules précédentes « = x/2, nous obtenons 
le cas du demi-espace (la solution (6.24) et (6.25) de ce problème 
a été donnée au $ 6 du chapitre III en coordonnées cartésiennes). 

Combinant les solutions II, IV et V on peut obtenir la solution 
correspondant au cas où au sommet du cône agit une force con- 
centrée perpendiculaire à son axe. L’absence de contraintes sur 
la surface donne lieu aux égalités 


1— cos & : 
2P,——"< — P$sin « = 0, 
sin & 


EE cos «(1 + cos «) =0, (2.9) 


4) — 2 — " — 


—2P, IE + 2P,sin a + ie x(1 + cos x) = 0, 


d’où 


D. = P,(1+ cos x)° D. — P;(1-+ cos a) 
VO BR + Qu) ? SARAH) 


La force résultante est dirigée dans le sens positif de l’axe z 
et est égale à 


F,— Pz CH cos or 2n (1 — cos x)°. (2.10) 
4 À + 2u 
Il est clair que pour «x — x/2 nous aboutissons au problème 
du demi-espace sollicité par une force tangentielle concentrée 
appliquée en un point frontière. 


Des solutions analogues aux précédentes sont obtenues pour le 
problème plan aussi (cf. par exemple [153]). Considérons un coin 
d'angle d’ouverture 2x (—x < 0 < x). A une force concentrée P 
appliquée au sommet et dirigée suivant la bissectrice correspond 
la solution 

SE . O9 = Tr = 0. (2.11) 


24 +sin2x r 
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A une force P dirigée perpendiculairement à la bissectrice corres- 
pond la solution 
2P sin6 1 


oO, = — no = Ce = Tr = 0. (2.12) 
22— sin2x pr 


11 n’y à aucune difficulté à obtenir formellement la solution 
qu’on peut interpréter comme celle correspondant au cas d’appli- 
cation au sommet d’un moment concentré M : 


2Msin 29 1 
= — —“"""—— —, = 0, 
sin 2% — 22 cos 2x 7r 
(2.13) 
M(cos 20 — cos 2x) 1 
TO = ————— << — 


sin 2x — 24 cos 2x r° 


La solution présente cet inconvénieht que pour un « = 0,714+ 
le dénominateur s’annule. On reviendra sur cette question au 
$ 2 du chapitre VI. 


$ 3. Torsion des barres de seetion transversale polvgonale 


La méthode de séparation des variables est particulièrement 
efficace, on l’a déjà dit, quand le domaine représente dans le 
repère curviligne correspondant un parallélépipède (ou un rectangle). 
Toutefois, on peut l’appliquer également dans le cas où le do- 
maine est une réunion de domaines de ce genre [8]. Exposons 
cette méthode sur l’exemple du problème de torsion d’une barre de 
section prismatique montrée sur la figure 29. 

Comme on 2 indiqué au 83, ch. 
JII (formule (3.13)), le problème de 
torsion se ramène à la détermination 
dans le domaine D (0 DE M BC) d’une 
fonction +, vérifiant l’équation de 
Poisson Ad — —2 et s’annulant sur 
la frontière. Représentons le domaine 
D comme constitué de deux rectan- 
gles se recouvrant D, (04BC) et D, 
(ODEF). Posons le problème comme 
0 F C + suit: définir dans le domaine D, une 
Fig. 29. Section polygonale d'une fonction %, et dans le domaine D, 

Dé bare. une fonction , qui se confondent dans 

le rectangle D, (OAMPF') et vérifient 
partout l’équation de Poisson. Comme les fonctions d, et 4, 
vérifient une équation du deuxième ordre, pour qu’elles se con- 
fondent dans le domaine D, il faut que sur le contour de ce do- 
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maine les fonctions elles-mêmes se confondent ainsi que leurs 
dérivées premières suivant la normale. Compte tenu de ce qui 
vient d’être dit, les conditions aux limites et les conditions sur 
les segments AM et D1F (qu’on peut appeler conditions de con- 
jugaison) s’écrivent 


Y(0, Y) — d,(æ, 0) = Y.(a, y) — 0, 
0 T>d 
U ZT d, — ? FN 
id: FA 4), æ<à, 
Do(T, 0) = Go(0, Y) = der, db) = 0, 
0 >, 
de (an = [? 1274 
Dild, Y) Y<. 
Nous allons chercher les fonctions d,(x, y) et d.(x, y) sous la 
forme des sommes 
Du(re Y) + Dior, Y) et Daft, Y) + der, Y). (3.2) 


Les fonctions 4. et 4. sont différentes de zéro uniquement dans 
le domaine D, et vérifient l’équation de Laplace. La décomposi- 
tion nécessaire des conditions aux limites (3.1) peut être effectuée 
de différentes manières. Pour simplifier les développements ulté- 
rieurs, écrivons-les sous la forme suivante : 


W1(0, Y) + Lie (0, 9) = Lux, 0) = b(8, 7) = Yu(z, de) =0, (3.3) 

Ya(zr; 0) + Yoo(T, 0) — Va (0, y) —— Ya; b) — Va(d, y) =0, (3.4) 

Pia(T, 0) = Yis(di, Y) = (#) — 
ax z=d, 


— Ye (æ, d2) —. Va de) = 0, (3.5) 


Vas (0, Y) = Yoa(T, de) — ee) = 
y=d, 


(3.1) 


—= os (di, Y) — did, Y) = 0. (3.6) 


Une remarque est à faire. De la nullité d’une fonction harmoni- 
que et de sa dérivée à la frontière il découle que la fonction est identi- 
quement nulle dans le domaine d’harmonicité. Ceci étant, les fonc- 
tions W,, et Ÿ. doivent admettre dans le domaine D, des points 
singuliers, de sorte que les développements en séries des fonc- 
tions ;, seront en général divergents. Les représentations des 
fonctions , et 4, seront néanmoins convergentes. Des condi- 
tions (3.3) et (3.4) il découle que les fonctions 4, et 4. peuvent 
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être recherchées sous la forme des séries 


Yi (> 9) =ÿ fP(z) sin 7. 


(3.7) 
Ge (9) = À SP) sin 


Les fonctions harmoniques 4. a 2 seront choisies sous la forme 
des séries [36] 


V2 (% 9) = D ox) sin F3, (3.8) 
mi 2 

dates 9) = 3 ef) sin (3.9) 
=) 1 


Conformément à (3.7), les deux dernières conditions de (3.5) et 
(3.6) s’écriront | 


Va (æ, di) = Ÿ SPL) sin » (3.10) 


de (au 9) = À SP) sin (8411) 


Les fonctions f(x) et f! (4) se définissent par les expressions 
suivantes 


fP (x) = Ash = + Bich 


ti +(—1)*'], (3.12) 


re 
Kr ° k 4 
fe (y) = ap 2 + Bi?ch ue 4 # [1 + (—1)%+1]. (3.13) 


D'une manière analogue, pour les fonctions v{{x+) et v{?(x) nous 
avons 


vx) = D$Vsh = Et Ce h À = US 


e 
e- 


rie Fo 
+ (—1)1 À (4) ÿ _—"_, (3.14) 
7 fn . EI 
p+|— 


y) = DiPeh TE + CPeh TE + 
1 1 


y Æ (&Y 
+ (—1+ 1) 


o 1 () sin ni 
Ÿ — % . (315) 
pe 


1 : kd, }? 
P° + d, 
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Pour déterminer les constantes Ai, B;, Ci et D£ (t = 1,2) nous 
allons nous servir des égalités 
fa) = fi(b) = 0, 
o{(4,) = vf)(&) —0, of(d) = v"(d) —0, (3.16) 
JP(0) + vf (0) = fF(0) + vÉ(0) = 0. 

Le système d'équations qu’on obtiendra pour ces constantes se 
laisse simplifier si l’on exprime toutes les inconnues par B} et 
B@. Bien plus, le système se simplifiera encore si l’on introduit 
de nouvelles inconnues F® et F, posant | 


BY = F4, d, sh a CU, 


de k 
(3.17) 
a 2) krd, — 1 +1 
BE = F@dd, sh ee CUT. 
d, k 
Ecrivons-le sous la forme d’un ensemble de systèmes 
© 
FE — Ÿ, GFS + Bx (% = 1,2, ...), 
Fe (3.13) 
> © 
FF — Ÿ, CepE y + Yes 
| p=i 
ot 
da b C1 
2kd, dish PE sh us (b — d.)cosech = 
di d; dj 
À. = 45———————— 
Es r(P°di + K'di) 
rd ris pra 
2kd,d,sh PE sh PF (a— d;)cosech 
d d, de 
Ckp R (PE + Kd:) 
4d. krd 
ET PET à à —1}f+1] cosech — + (3.19) 
Ca: Krid, [ + ( ) ] de 
D td 
— 1 — cosech — sh 
16k [ d, dj di 
RE 
Je ds pm... n an Kd; : 
à RS er 
4d Kda 
va = — —- [1 + (—1)#1] cosech ——=# + 
Kr°d: d; 


pra  prdi 
1 — cosech on 


«EST Ÿ de de | 


ETC) 
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L’ensemble des systèmes (3.18) peut s’écrire en un seul système 
si l’on pose 
F9 = Zu Pr = or FF = Zeus x = 225 


(3.20) 
A oe-1, 291 — An, 2p — 0, Aor-1,2p — Œi ps À or, 2p—1 — Crpe 
Démontrons que ce système est régulier (cf. $ 15, ch. I). 


Considérons séparément les équations pour m” impairs et 
pairs. Dans le premier cas nous avons 


prd dr tb 
- . æ sh sh (b — d}cosech = 
2kd; d, d, d, 
Ÿ Amal = Y, l&xpl = ŸY 
fn] FE Fdz p2) - Cl 
p+|— 
d 
kd © 1 1 krd d 1 
D | coth =" |<—. 1301) 
xd, Sn . [ki }° 2 dy krd, 2 
p+l— 
d, 


Ici sont utilisées les inégalités 


coth = <i pour 0 < æT < , 
LT 


(3.22) 
sh æsh(y — x) cosech y < — (1 — e-*7) < —- 
pour y > x >0 et l'identité 
D 1 = ee) 3 9 
L A (coin ar 5 (3.23) 


De façon analoguc est considéré le cas des mn pairs : 


S lAul= Ÿ lel= 


ñn =] EL 
=d - 7:a 
æ Sh PS sh le (a — d, jcosech®= 
‘de do de d2 € 1 
= — FA 
7di pm] : (= 2 ES 2 . (3.24) 

ol | 
di 


Remarquons que les termes constants du système d’équations 
sont bornés et tendent vers zéro. 

Aussi peut-on affirmer que la solution de systèmes « tronqués » 
conduit à la limite à la solution d’un système infini. 
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& 4. Oscillations d’une plaque en forme de seeteur eireulaire 


Le problème de la détermination des fréquences d’oscillations 
propres d’une plaque dans un repère polaire se ramène à la consi- 
dération d’une équation différentielle de la forme 


D g"w r 
NS 6 — — — — 
0 +: 7 0 (:>0, 0 < p = <1}; 
(4.1) 
& 1 à 1 9° E5? 
89° p cp p* 26° 12(1 — v°) 


où y est La densité, à l'épaisseur de la plaque, a le rayon extérieur, 
D là rigidité cylindrique. 

Considérons une plaque en forme de secteur circulaire aux 
bords encastrés [61]. Nous chercherons la solution de l'équation 
(4.1) vérifiant aux bords les conditions d’encastrement 68 = + 6, 
sous la forme d’une série 


w(p; 6, t) — Ÿ wA(pt)ha(o), o = + 4 (4.2) 
n=2 


où hk,(+) sont les polynômes orthonormés de Horvay [38, 39] 
vérifiant pour © = + 1 les conditions 


h(H1) = H(H1) = 0 (r: = | (4.3) 
d@ 


Pour trouver les fonctions #,( 6, {) nous appliquerons la méthode 
de réduction à des équations différentielles ordinaires [43], sup- 
posant par ailleurs que les polynômes k,(?) admettent des déri- 
vées première et seconde approximativement orthogonales. Ceci 
nous donne 


D 


atyà 


[LL D, +—1(B, — Aïho,] + À = 0, 
pt66 El 


De, (4.4) 
26° p dp p°05 
+1 +1 
À — \ car do, B,=— \e r1)2 do. 
1! 1 


La solution de l’équation (4.4) sera cherchée par la méthode des 
transformations intésrales aux limites finies [142]. Introduisons 
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les notations 
t 


Wa (sus Ÿ) = (ent t)G (pra) de, (1.5) 


où G(oy.) est le noyau inconnu de transformation intégrale, 
“A UD paramètre. 


Intégrant successivement par parties on peut montrer que 


| : (Lu. ”. 6, dp — 
pt 


1 
= [ke of +\o .[216, +28, — 496, ]ae: (1.6) 
p=—0 ù p466 | 
Ici 
K (eat) t) nÉ : ee _ Ga LS si _ + di 


2 [+1 Lfisé)e] (4.7) 
dp° p dp° p° 66 


Supposons que la fonction G,(p7,:) vérifie l'équation 


LLG, +——(B, — 42)G, =+,6, (4.8) 
p*66 
et les conditions aux frontières 
G="=0 (b—=0, p=1). (4.9) 


Muiltipliant (4.4) par PG, et intégrant par rapport à p (0 < p < 1), 
nous obtenons, compte tenu de (4.5), (4.8), (4.9) et des conditions 


do: 


10. = 
ñ de 


= 0 (p—=0, p—=l1) 


l'équation suivante : 


Te + OU Wa 0, où = 2. (4.10) 
dt: aty5 
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Passons à la détermination des valeurs propres y,., et des fonc- 
tions propres G,(PY..) du problème aux limites (4.8), (4.9). Trans- 
formons au préalable l’équation (4.8), en effectuant le changement 
de variable p — e’. Nous obtenons alors 


LLG = 0, 20 Li, .; (du) 
dx° dx 


où x,,2 sont les racines de l’équation 


FE + (8 — 44,68) — 0. (4.12) 
0 


Nous chercherons la OR de (4.11) sous la forme 


6, = À m6. (4.13) 


fs 


Portant (4.13) dans (4.11) et égalant les coefficients des mêmes 
puissances de y,,, nous obtenons un système d'équations à coeffi- 
cients constants : 


LL.G®%—0, LL,G"—eGm-0 (m —1,2, ...). (4.14) 


Nous considérerons dans la suite les plaques en forme de secteur 
circulaire dont l’angle au sommet vérifie la condition 


_ 42 \V2 __ 42 18 
20, < (24) je laura TE 


(4.15) 
Dans ce cas le polynôme caractéristique de l'opérateur Z,L, 


P(X)= EC 0 = |+ L(B,—44,0— 47 (416) 
œ] 


possède des racines complexes conjuguées de la forme 
VE = Mn + Thu) Â2n an Âon + US 


us e - 0 — .« 
NS n = Àin Thu lan — Ào8 — Thu) 


1 2.4 Ba 7, A 1/2 
he =1+ [1 rs | + +1 
| re % 0 0 


(4.17) 
où 
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Résolvant successivement le système (4.14) nous trouvons la 
solution générale de l’équation (4.11) : 
GpYns) = € Re ZD(pYn) + Ce Im ZP (ovar) + 

+ C3 Re ZP (07,:) + QImZ (gy:). (4.18) 


Ici 
0 co m -1 
2% (pr) = 8 L + (pé)" TI P(4ÿ + 8, | l 
m = | ml 
| (4.19) 
.0 co : 1 
ZP (er) = 6" L + Z (ra)" pu P(4j + ,)| F 
Mn | j=æi 


La fonction G,(e-,:) devant être bornée pour p = 0, posons 
C3 = Ci = 0. Le noyau de transformation s'écrit alors 


Gap ni) = € Re ZD (Enr) + C2 Im ZP (p"'n1)- (4.20) 


La fonction Zf(e-.:) peut être représentée sous une forme 
différente si l’on tient compte des relations suivantes 


P(4j + A0) = 2565(j—1 + B9)(ÿ—1 + Ba) (5—1 + Be) 
(4.21) 
ÎL P4j + 20.) = (256)m (BE, m) (8%, m) (82. m) 
j=1 
où l’on à noté 
(B, m) = B(3 + 1)... (m — 1 + 3), 


1: — — (1 + Mn) 2n cu —(1 + Mn)» BSn = — (2 + Then). 


On peut alors écrire la première formule (4.19) sous la forme 


za ) Xîn > (ne ] 1 (4.22) 
n (On) = P — À ————— 1.22 
mao | 256 (Bin » mXBn » mXBSn y m)m ! 

Il est connu [11] que la série figurant dans la formule (4.22 
qui est une fonction hypergéométrique distributionnelle de la 
forme Fa(Bîn Con PSns Yn0/256), converge pour toutes les 
valeurs finies de la quantité y,;pt /256. A l’aide de la condition 


(4.9) nous obtenons un système permettant de déterminer les 
constantes c, et ©, : 
c Re ZP (at) + Co Im 20 (Yu) = 0, 
(4.23) 
C Re Ë 29 (Vas )| 


+ © Im LE 2 (nt )] = 0. 
ds CP | 


CR 
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Egalant à zéro le déterminant du système (4.23) nous obtenons 
une équation pour déterminer les valeurs propres -,.,: 


{re [ZE (ra 9)] Im E 72 (rm) | = 
do 


— Im [2% (1 8)] Re ee ZD (+) |! —0. (424) 


Compte tenu de (4.24), l'expression définitive du noyau de trans- 
formation peut s’écrire (supposant, par exemple, l’une des cons- 
tantes égale à Im Z2(-,;)) 


Galoïu) = Re [2% (Yu)] Im [29 (ya: p)] — 
— Re [2 (ru p)])Im (2 (rue)]. (4.25) 
Afin de déterminer la valeur asymptotique des racines ,, consi- 
dérons l’équation (4.8) où pour des grands -,, on peut négliger 
le deuxième terme du premier membre. On obtient alors pour la 
fonction G, une équation approchée 
LLG, — YuiGn = 0. (4.26) 
Bornée pour 2 = 0, la solution de (4.26) s’écrit 
G, = Q1, (we) + ca, (ob), (4.27) 
où v — 41/6, © = ylf, J,, I, étant des fonctions de Bessel 
d'ordre v d’argument réel et imaginaire. Vérifiant les conditions 
(4.9) et utilisant les propriétés des fonctions de Bessel nous obte- 
nons l’équation suivante pour déterminer -,, : 
J{o)J,,1(©) + 1,,1(0)J,(0) — (0. (4.28) 


Portant dans (4.28) les formules asymptotiques correspondantes 
des fonctions de Bessel, nous aurons approximativement 


snfo 2-7) + cos (o—3-7)- ; (4.29) 


v=heme+sE= (4.30) 
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On à calculé les valeurs propres y,, d’après l’équation (4.24) pour 
des plaques en forme de quart de cercle encastrées suivant le 
contour. On présente dans le tableau 1 les valeurs de la quantité 
x1/256 pour le cas des formes d’oscillations symétriques. 


Tableau ] 


. | :. 3 | 4 | 5 | 6 | pi 


à .328 |43.253 |128.435 | 299.89 |601.881 | 1088.27 | 1757.64 
Ge: 437) | (35.262) | (107.804)! (256.96) | (527. 77) | (968. 77) | (1640. 13) 
a 177.256 |216.282 | 465.511 | 922,113 | 1780.3 | 2850.52 | 4112.81 


(105.24) | (253.02) | (519.3) | (955.03) | (1620. 4) | (2584. 2) | (3925. 2) 


6 334.241 | 761.42 1432,12 | 2421.06 | 3842.71 | 5164.57 | 8851.93 
(532. 57) | (975.95) | (1651. 35)] (2628. 3) | (3985. 5) | (5810.8) | (8201. 1) 


Entre parenthèses sont indiquées les valeurs ,:/256, calculées 
d’après la formule asymptotique (4.30). On voit que, pour ? — 
par exemple, l’erreur sur y,, constitue moins de 8 %. 


$ >. Sur les oscillations établies d’un plan 
présentant une coupure 


Appliquons la méthode de séparation des variables à l’étude 
d’un problème dynamique de l’élasticité concernant un plan 
présentant une coupure [103]. 

Le processus ondulatoire sera considéré dans sa phase sta- 
tionnaire, la dépendance de toutes les grandeurs par rapport au 
temps s’exprimant par le facteur exp (—1ot), où « est la fréquence 
des oscillations, { le temps. Supposons qu’aux bords de la coupure 
est appliquée une charge normale qg(8)e-‘“*. Introduisons un repère 
elliptique 

æ+iy =lch (op +186). 


Au contour de la coupure correspond la valeur p = 0(0 < 8 < 27). 

Les équations du mouvement et les relations d'élasticits par 
rapport aux valeurs d'amplitude des contraintes et des déplace- 
ments dans le ri choisi sont de la forme 


H o 2 
2 (5e) Le AU je es — 59 = — H° Pou°u, , 
20 ap 
(5.1) 
5 co) LE a U=, Je LL 750 — a Ge = — H°p,o"w ; 
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ê ug G) Up 
+9 = Al — | — 7 a 
ee ()+ CI 


1 êup , 1 8H, |, 2x T2 2 | 
È dp + H® 390 “o) + DE (Hu) + ro (5.2) 


PEL OR? _ ré e]+ TS (ru) + LUE 


où H® = 1/2 l(ch 26 — cos 28). p, est la densité du matériau, 
« là fréquence d’oscillations. 

Exprimons de façon usuelle les composantes des déplacements 
et des contraintes par deux fonctions (potentiels) + et © (cf. 
$5, ch. III): 


G 


© 
] 
to 
F 
nn, 
n | 
4 
© 
© 


1 29 , 1 ___ 1 4 1 vb 


—— — + —. ©  ——— — mm © 
— 


H 93e  H 30 V1 30 H 36 


U: —= 


© et d sont solutions des équations 


Vo + (ch 2p — cos 26)? = 0 (v: PC E). 


gg + 24(ch 2p — cos 28)% = 0, 
OÙ X1 = &wl*;4a*,  k, — w°l?}4b? sont des grandeurs sans dimen- 
sion. & et b les vitesses d’ondes longitudinales et transversales. 
Avec les représentations adoptées, les relations (3.2) s’écrivent 


ET re 


on 11 80\ H 32  H 6 


H3 92 \ Cp de 2 
1, 12/18. 1 2% 
2u F H 930\H 38 H 9p 


Ayo les) ee 
HS 95 \ & 20 


1 1 9 1 do 1 9 _1 2H{ ë9 12 2 0 
__— © = —— -——— ED ED CD D mp D Q " 
D A 0 | H3 ,) re] 2: » Aer 99 ® e 


Soient données sur le contour de la coupure p=0 (—7< 60< 
< 7) les contraintes of et +{% — 0. Alors, des deux premières 
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égalités (5.4), compte tenu de ce que = = 0, H},.o—=1lsin6, 
P |=0 


nous aurons 
2e _ 
20 &P] b=0 
(:] 


6 
= 9%, sin 6 À sin 6-0 L-0d0 — sin 6 \ sn 8.008, (5.5) 
7/ 


7/2 


2e + à 
(£ # 5) 


Les relations (5.5) sont obtenues en tenant compte des égalités 
évidentes 


2 


d6. 


p=0 


p=0 


8 
— — 2k, sin o(sin 6-4 
O0 


Utilisant la symétrie de l’état de contrainte et les conditions à 
l'infini, représentons les solutions de (4.3) sous la forme 


a(e, 0) = D Cu Fekm(Ps A1) Cezn( 6; A); 


v(p, 8) — ÿ, Dn GEK2m(P; K2) Seom+2(0, Fe) 


M m0 


Ici C.. D, sont des constantes, ce.,,(6, Æ,), Seon+09(0. k,) les solu- 
tions périodiques de Mathieu, Fek.,(p, k,), Gek.,(p, k2) les secondes 
solutions de l’équation de Mathieu. 


Les fonctions périodiques de Mathieu se laissent développer 
en séries : 


Con (0 #1) = Ÿ A" cos 2r0, 
7=0 


Seen+2 (0, £) = Ÿ 239 sin (2r + 2)0. 


f=0 


Dans ces séries A4"), B£*i9 sont des fonctions de k, et &k.; le 
procédé de leur calcul est donné dans [90]. 
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On peut montrer que les potentiels © et Ÿ donnés par (5.6) 
vérifient les conditions de rayonnement modifiées (4.38), ch. IIT : 


im r (2e — 5 28e) = 0, e=0() 
r 


ro à Yr 
n  .2YK, 1 
im Vr( 2 — 28 4) 0, Ÿ =0() r= Lie. 


Portant (5.6) dans les conditions aux frontières (5.5) nous 
obtenons 


Ÿ C'n Fekom(0; A1) Cesm(0s K1) — 


m m0 


— Ÿ D, Gekisss (8, Ke) Seiase (8, Es) = 
ñ =0 
.) 


— — %, > C, Fek:, (0, k)[sin9 \ sin6 ce. (8, x) 4 | = 
M m0 
T/2 


8 
_ _ sin 6 \ sin 06, +046; (5.11) 
H 
x/2 


Ÿ C,Fek!(0, 4) Cess(0, 1) + 


#1 =0 


+ Y Du Gekem+e (05 Ke) SCam+e (0 Ke) = 


m =0 


on om 0 


(:) 
= — 2k, > D, Geko,:9(0, ke) [sin ) \ sin 0 SEsm + ( 0: k,) ae) . (5.12) 
O0 


Muiltiplions l'égalité (5.11) par Seoss2 (0, ke), l'égalité (5.12) par 
Ceon (9, À,) et intégrons par rapport à 6 entre 0 et 27; nous 
obtenons, en tenant compte de l’orthogonalité des solutions pe- 
riodiques de Mathieu, deux systèmes d'équations infinis pour là 
détermination de C,, et D, : 


C,Fek!,(0, k,) + Ÿ Du Gekom+2(0: És)æmn = 0, (5:13) 
m =0 


Ÿ Cu Pekton (0, 4) Bam — De Gekinz (0, s) = — = Ÿ, fondu 


om m0 m0 
(5.14) 
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Dans ces formules q, sont les coefficients du développement en 
série des contraintes normales sur le contour suivant les fonc- 
tions de Mathieu paires : 


1 
du —= 1 Co Lo CEem 0; k,)d06, cb | lp=0 — È m Com (0: k 1) 


Xnm — . Sem +0 0, 2) Cess (0, k 140 + 
0 


27 0 
+ 2 \ [sine Ce(8, Æ,) \sin D, seen ss( On, F:) 46 | de 
) 


.0 


| (5.15) 
TR _ \ |sin9 SCon42(0, Ko) \ SIN 0, Ceen 01; A1) ds, | d06, 
0 7/2 
2= 
Ban = À | cei,(8, 5) seu12(8, k) 404 
=) 
2= 6 
se \ [sino Sn + 2(8, ke) \ sin dcesn(0s 1) 48, | db. 
0 az’? 


Utilisant le développement en séries de Fourier pour les fonctions 
Con (8: K1) et Seos,9(8, £2) ON peut montrer que 


© 
Low = Y 2r A) DENT _e 


?=0 


ke Y pers °). e eo ° 
di 2 o(2r + 1) (2r + le 2r+3)4% + (2r+1)A%s — 1(r+1)4% 2r+2Jr 


5? 


Ban = — Lam 
FAT _— — Ag" B£"*° + 


1: A9 ne 
+— E— [ar BE°+9 — (2r — 1)BS4E9 — (2r — DRE ® 
pas FF — 


Par conséquent, dans le cas d’une charge normale donnée sur le 
contour de la coupure notre problème se ramène à la détermination 
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des constantes C,, D, (n = 0, 1,2, ...) des deux systèmes infinis 
(5:13) et (5.14). | 

: _ Déterminons les contraintes normales aux points de l’axe 
réel sur le prolongement de la coupure 


2H ER) 0“ [ 
ü = —— |shp|——— —— 
Ê eloo Esho | p 20: ap Es 


(5.16) 


Dans ce cas, compte tenu de (5.16), le coefficient d'intensité des 
contraintes Æ est égal à 


E = lim[V2z s 60 lool = EVE Vim ee : À 0 


EF p—0 op° 29 


VA — V2i sh p;2). Portant les expressions de + et 4 et passant à 

la limite, nous obtenons 

K— CCS, Ÿ [On Fekin (0, 4) ces, (0, &,) — 
E ro 


— Dy Gekinie (0, Ke) SCsmye (0, A:)]. (5.17) 
Etant donné les relations 
Cesm (0, k1) = (241 — om) Ceom (0; Ki) 
Gekinzo (0, Ke) — (Domse — 2ke) Gekomso (0, Ke), 


on peut écrire l’expression (5.17) sous la forme 


KÆ = Ÿ [Os Fekin (0, 4) (24 — Gen) Cênn (0; 4) — 


M =0 
ee D, Gek À om + 2 (0, k2) (Dam +2 LEE 2h) SEsm +9 (0, f: ») |s (5. 18) 


OÙ An 0om+2 SOnt les valeurs propres des fonctions de Mathieu 
Ceom(0 1)» SCom+2(0, Ko») respectivement. 
" Dans les calculs par la formule (5.18), la principale difficulté 
réside dans la résolution des systèmes (5.13) et (5.14). Toutefois 
pour des k, et À, petits, les choses se simplifient. 

Pour les matériaux réels. les valeurs des arguments 4,, k, des 
fonctions de Mathieu au moyen desquelles on représente la solution 
sont les suivantes : 


LS lé 12 a 
k, = RS di 0,14-10 E{ ol), 


ke — = Po. 2,5.10-2{t)°. 
Es 
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On voit donc que même pour des Æ, et #, petits, la gamme de 

fréquences est assez étendue (à la différence des problèmes de 

diffraction) et couvre les fréquences les plus importantes pour le 

problème considéré (pour 

K le moins jusqu’à œ - 105). 

“he | 10 Toujours dans l’hypothèse 

de x, et *, petits, on peut 

utiliser pour calculer les 

fonctions de Mathieu les 

formules  asymptotiques 

ainsi que les relations con- 
nues 


0,4 


0,3 


Fekin (0, À) = 
1 Ps ‘ LE À 
= ee (54), 


Gekon+e (0, &:) — 


; sr 
Sem+2 SC2m+2}" Es 


1 
Fig. 30. Le coefficient A en fonction de la . , 


fréquence «. kB" 7° 


Fek,(0, 4) + — mu, 


248-1(2m — 1)! (2m)! —— + = Ceem (0, k), 


1 
k FA RSR annee 
Fek., (0, &;) E 


Gekin +2 (0, Ke) © — 24049 [(2m + 2) FS + —seimss (0, E2). 


Les résultats du calcul numérique de la grandeur sans dimen- 
sion |Æ/qY1 | en fonction de wl/a sont représentés sur la figure 30 
our g(6) — qg = const. | 
? fe Pr ler obtenu ici concorde avec celui trouve dans 
[138] où l’on résout un problème de l'incidence d’une onde sur 
une coupure de longueur finie. 


CHAPITRE V 


APPLICATION DES FONCTIONS ANALYTIQUES DANS 
LES PROBLÈMES BIDIMENSIONNELS 


8 1. Torsion des barres 


On à montré au $ 3 du chapitre III que le problème de torsion 
des barres se ramène à la définition, dans le domaine occupé 
par la section de celle-ci, d’une fonction harmonique o(z, 7), 
dite fonction de torsion, ayant sur le contour une valeur donnée 
de la dérivée normale, ou d’une fonction harmonique d(x, y), 
prenant sur le contour une valeur donnée. 

Formons une fonction de torsion complexe [95] 


F(:) = (x, y) + 10(2, 9). (1.1) 


Utilisant la relation (3.4) du chapitre III nous obtenons une repré- 
sentation des contraintes sous la forme 


Tue — Vu = ur(F'(s) — ic]. (1.2) 


Les conditions aux limites (compte tenu de (3.13), ch. III) peuvent 
alors s’écrire sous la forme 


iLE(t) — F(t)] = & + C.. (1.3) 


Supposons que là section de la barre est un domaine simplement 
connexe D* et que la fonction z — o(£) réalise une application 
conforme d’un disque unité pris dans le plan de © sur D*. Effec- 
tuons un changement de variables dans l’expression de F(2) et 
notons la fonction ainsi obtenue f(C). Récrivons la condition aux 
limites (1.3) sous la forme 


ilf{o) — f{o)] = t = w(s) w(o). (1.4) 


Multiplions les deux membres de cette égalité par pre (8 < 1) 
rt OC — 

et intégrons suivant le cercle lo] — 1 (action de l’opérateur 

de Cauchy). D’après le théorème de Cauchy, l'intégrale du 

premier terme du premier membre de l'égalité reconstitue la fonc- 

tion f{C). Pour calculer l'intégrale du second terme il convient 

d'utiliser la formule (1.75) du chapitre I. Celle-ci s’annule puisque 
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l’on peut négliger la constante a, qui n’a pas d'influence sur l’état 
de contrainte, de sorte que nous obtenons en définitive 


os \ c(o)a(s) ze, (1.5) 


D— c—t 


10] = 1 


ce qui fournit immédiatement la solution du problème. De plus, 
si la fonction w($) est rationnelle, l'intégrale (1.5) se calcule expli- 
citement. 

Pour calculer les contraintes tangentielles il nous reste à 
reprendre la formule (1.2). Le plus intéressant serait de connaitre 
la contrainte dirigée en chaque point du contour suivant la tangente 
correspondante. Nous obtiendrons la formule cherchée sans effec- 
tuer une rotation des axes de coordonnées. Introduisons des 
coordonnées curvilignes correspondant par une application con- 
forme à une famille de cercles concentriques p = const et à un 
faisceau de droites 0 — const passant par l’origine des coordonnées. 
Soit À un vecteur de composantes À, et À, en coordonnées car- 
tésiennes. Ces mêmes composantes seront notées en coordonnées 
curvilignes À, et 4,. Il est évident qu’on à alors l'égalité 


CCE À à À, +40 = e-“(4, + i4,), V2) 


où « est l'angle formé par la direction positive de la cobibe de 
coordonnées correspondante 6 — const et l’axe x (fig. 31). Pour 
déterminer e-‘: nous procédons de la manière suivante. Imprimons 
au point : un déplacement d: dans la direction de la courbe indi- 
quée. Le point correspondant à 
se déplacera alors d’une grandeur 
dt dans la direction radiale. 
Les égalités dz—=e|dz jet di = 
L et [dt] nous donnent 


| d=| LOIRE 


ET = = ——"— —— — 
d= ©)  & 
(1.7) 
p= const _ e-i® fow”(Q)| = 2 loOL 
0 | x ©°(0) G 0) 


Fig. 31. Coordonnées curvilignes corres- Dans notre cas, la formule 
pondant à une application conforme. cherchée est 


| = — LS _2'O > ir _ BC [dé L 
Toi + (ie) = (FR) — dote": 


(1.8) 
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Considérons à titre d'exemple le cas où le domaine D* est 
limité par une épitrochoïde d’équation paramétrique 
æ — R(cos 0 + mcosn6) (n est entier), 


.y = Æ(sin 0 + msin n0) ( >0,0<m< +) (1.9) 
n 
La fonction réalisant l’application conforme est de la forme 


= O(C) = R(Ç +{mès). (1.10) 


Explicitons l’expression du numérateur de l4 fonction sous l’inté- 
grale dans (1.5) : 


o(o) w(c) ——— R° (: — m° + mc*-1 + 


—— ] (1.11) 


G 
Ceci étant, nous avons 


JC) = 1 ge, (1.12) 


Nous nous bornerons à donner l’expression définitive de la seule 
composante T, sur le contour pour p = 1 (la composante 7, 
s’annule évidemment:) : 


ru cos (n—1) 0 + — 
To == u+lim —. (1.13) 


: n 1 
n° + 2 —cos (n—1) 0 + — 
m mn 


La valeur maximale de la contrainte tangentielle, atteinte aux 
points qui sont les racines de l'équation cos (n — 118 — — 1, 
s'avère égale à 


Tu = Rene. (1.11) 
1— nm 

Comme les problèmes de flexion des poutres se ramènent 
également à des problèmes harmoniques (cf. $3, ch. IL), l’utili- 
sation de l’appareil des variables complexes dans leur cas n’apporte 
rien de nouveau. 

Passons à l’étude du problème de torsion d’une poutre composée. 
Vu les grandes difficultés apparaissant au cours de la résolution 
de ce problème dans sa forme générale, limitons-nous à la considé- 
ration d'un cas relativement simple (la construction de la solution 
est même dans ce cas assez difficile). Supposons que dans une 
poutre creuse faite d’un matériau à coefficient de Lamé 2, 
délimitée de l’extérieur par un cylindre circulaire L, et comportant 
une cavité elliptique de contour L,, est insérée une poutre de 
matériau à coefficient de Lamé ,, de façon à remplir entièrement 
la cavité. Nous désignerons le domaine correspondant par D. 
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Conformément au système de notations adopté, nous sommes 
conduits au problème concernant le domaine D} situé à l’intérieur 
d’un disque de rayon Æ et lorsque la composante tangentielle des 
contraintes subit sur le contour elliptique L, une discontinuité. 

On recherche dans les domaines D} et D les fonctions 
de torsion complexes F,(:) et F.(:) qu’on définit à partir des 
conditions 


F(t)+FÆ(t) =0 (teL:), (1.15) 
uit) + F()]— uLF(t) + F(D)]=(u — m)té (telL:), (1:16) 
CFi(t) — F(4)] — [F(E) — F(t)] = 0 (te L). (1.17) 


La formule (1.16) exprime la condition d’égalité des composantes 
normales de la contrainte tangentielle dans les deux sens d’approche 
du contour, et la condition (1.17), l'égalité des déplacements. Con- 
formément à [134] introduisons sur le contour L, une fonction 
auxiliaire o(t) vérifiant la condition 


F(t) — F(t) = 2o(1). (1.18) 
À l’aide de (1.15) nous obtenons sur le contour L, 
F(t) = oœ(t). (1.19) 


Introduisons une intégrale du type Cauchy à densité o(f) que 
nous représenterons, en vertu des formules de Sokhotski-Plémel; 
(1.14), ch. I, comme la différence des valeurs limites. On peut 
alors récrire (1.19) sous la forme 


F{t)— lim Rita lim ESA race (1.20) 


2, :E D; 2ti (= st, 2€ DT 27i {— = 


A gauche figurent des fonctions analytiques dans D, à droite des 
fouctions analytiques dans D3;. Comme leurs valeurs limites se 
confondent, elles doivent représenter une même fonction analyti- 
que dans le domaine D* — DU D;, que nous noterons F*(:). 
On à donc démontré que la fonction 


F*(2) = F(:) — .. dt (1.21) 


L 


admet un prolongement analytique en dehors du contour Z.. 

Poursuivant nos raisonnements nous obtiendrons à une étape 
donnée une équation intégrale qui nous permettra de définir la 
fonction w(t). Si la solution de cette équation est recherchée comme 
développement en série de la fonction inconnue, alors il semble 
rationnel d’y procéder dès maintenant, ce qui simplifiera quelque 
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peu les calculs. Dans cet ordre d'idées, développons la fonction 
w(t) en série de Fourier : 


= Le l(tY (2) = (0) 9 
= (5) (7 (fée) 00 
L 


n’oubliant pas que o(t) est une fonction imaginaire. Le cran dont 
est affecté le signe somme signifie que la sommation porte sur les 
indices pairs. 

Des conditions de symétrie nous déduisons que tous les coeffi- 
cients sont des nombres réels. La somme correspondant au terme 
complémentaire figurant dans (1.21) sera alors 


£a 


Portant maintenant l'expression de F*(:) dans les conditions (1.16) 
et (1.15), nous obtenons 


no[F#(4) + F#(t)] — u[F(t) + F0] = 


Moins $e[(é)+(£)] aa 
CF*(0 — F*()] — [F(0) — Fi(t)] = 


=-Se[(+t)-(5)]-2%. a 


Eliminant F,({), nous aboutissons à l'égalité 


F%(t)—2F%(t) —(1 + à) Fift) = J(t), (1.23) 
où 
+ — & — Uj 
u + 
= 2 SR 3 D i a 
[esse af) (0) 


dl 


Multiplions les deux membres de cette équation par _ (2e DT) 
œtrltl— 5 


et intégrons suivant le contour Z,. Nous obtenons alors pour la 
fonction F*(:) l'équation fonctionnelle 


F#(2) — \ 0%. \ JO y, (1.24) 
2xi —:= 2ri {—= 


Li Li 
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On à tenu compte ici de ce que l'intégrale de la fonction F,(t) 
est nulle puisque celle-ci est analytique dans D*. 

Pour résoudre l’équation (1.24) utilisons l’application conforme 
du domaine D sur l’extérieur d’un disque de rayon p, choisi de 
telle sorte que la fonction réalisant l'application soit de la forme *) 


PA = A(s+ +) mod'i| = g, <eL.. (1.25) 


A l’aide de cette fonction réalisons des transformations néces- 
saires. On à l’égalité (le cran signifie que la sommation porte sur 
les indices impairs) | 


Sa) =h+Y vs (cs Fe 5) (1.26) 
n=] j=1 dd 
et il est aisé d'exprimer les coefficients b, au moyen des «,, on a: 
b, = ÿS* (+) %e (v—0,1,...), 
fin E(y) R 
où E(0) = 2 et E(v) = v (v = 1,2,...). L’astérisque indique que 
n est de même parité que v. | 


Représentons maintenant la fonction F#*(:) par son développe- 
ment en série 


F*(:) = F*(X) = Ce (1.27) 
EE | | 
Reste à calculer deux intégrales du type Cauchy 
1 {a 
25i | L'(— 2) 


figurant dans (1.24). Examinons en détail l'intégrale 
1.({_ a, 
2ri t—= 


L 
Considérons le cas le plus simple (7 — 0) et effectuons sur l’expres- 
sion sous l’intégrale les transformations nécessaires : 


LE =) 
dt Ce : (G° — 1) 47 


SN emmener 


t— =: | 1 1 1 
(e-x++-—) ee-o(1-) 
Go ÿ 14 


Œ-1d& © _1 " 
= LS S _ —. (128 
“0 2 eg 


*) Il est clair qu'on peut réaliser l’application sur l’extérieur d’un disque unité 
également, mais alors l’application doit être prise sous la forme A( + m/f). 
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Nous aboutissons finalement (dans le plan de ©) à des intégrales 
du type Cauchy qui se calculent de façon élémentaire. Le second 
membre de (1.24) se calcule d’une manière analogue, passant, 
bien entendu, dans l’expression de f(t) à la variable 6. Egalant les 
coefticients des mêmes puissances de 1/6 dans les premier et second 
membres de (1.24), nous aboutissons à une relation entre les coeffi- 
cients à, et b,, qui s’écrit 


a, = ?. e” Z [tee °n)0, + À“*e (+ — =)l (1.29) 


2 + ç°" 


où =, — — 1 pour n = 2 et €, — 0 pour les autres valeurs de n. 

Reprenons la formule (1.18), où nous effectuerons préalable- 
ment un passage à la fonction F*({t) conformément à (1.21). Nous 
obtenons 


Pt) — FF) = off) + ao = 229 + Ÿ a -=) (1.30) 


fn] 0 


L'indice « 0 » précise que les points considérés sont ceux du contour 
correspondant au cercle Z.. Exprimant 1/48 et 2/{2 par t (compte 
tenu de (1.22)) et égalant les coefficients des mêmes puissances de 
1, nous obtenons l’ensemble des égalités, à savoir 


 . n)—1 


(HS IOR - CEST Te (m=12.. 
n=E*(m) 
(1.31) 


où E*(mn) — 1 ou 2 suivant que m est impair ou pair. Portant 
maintenant dans (1.31) les expressions des «a, en fonction des b,, 
c’est-à-dire sous la forme (1.29), et passant ensuite des D, aux «,, 
nous obtenons un système d'équations par rapport aux inconnues 
«,. Notons que ce système est diagonal. 


$ 2. Problème plan de l’élasticité. 
Flexion des plaques 


Récrivons la loi de Hooke pour la déformation plane et l’état 
plan généralisé de contrainte, en représentant les contraintes par 
la fonction d’Airy 

2U 2U 
NOÉ 2. 6 Ps, 2.1 
vo au Te, 0x° 0 
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Portant dans les deux premières relations les expressions de 6 
1 


par la fonction de contraintes d’Airy 6 —  … AT, nous 
20 + Lu 
obtenons 
U 2U 
D Du Op = D 150) 
ôx ou 2(À + bi) À y 9x° 2(À + u) 
où l’on à introduit la notation P — Au. Comme 
aU ÆU, #U __p_ &#U 
Rats SR ue 
ou 2e ” CE ag” 
alors portant ces égalités dans (2.2) nous obtenons 
2u au œU à + 2p , Qu 20. _ ? + 2u 
ôx ox° 2(4 + 1) oy Ay° 2(à + 1) 
(2.3) 


Soit Q la conjuguée de la fonction analytique P. Ceci permet 
d'introduire la fonction analytique 


JG) = P(x, y) + 10 (x, y), 
ainsi que la fonction analytique 
1 : 
ete) = fie à = p + ie 
Des deux dernières relations découle 9’(:) = 1/4f(:) ou, écrivant 
cette relation en détail, 
Op = 00 À D, CP 2q L 0. 
CE ay 4 oy ax 4 


Transformons maintenant les relations (2.3) à l’aide des fonctions 
introduites plus haut : 


Qu qu. OÙ | AA+ 2) 2. 
CE ox* À+u  àx 
ou_2. — _ AU | A1+2%) 2. 
y Oy° À+H  Ôy 
Intégrant, nous nr, 
2(X + 24) 
JU = — — à 
pu A tr)  . D + fi(y) 
1+2 
ur = — 20 20H çà f(x), 


27 Ài+u 
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où f,(#) et f.(z) sont des fonctions arbitraires. Portons ces expres- 
sions dans la troisième relation (2.1) : 


À+ 2 f 0p , 2 ; .__ 
A+ Fe + 2x + Cu) + f:(æ)] 0. 


Les fonctions p et qg étant conjuguées, le premier terme est nul et, 
par conséquent, le second terme aussi. Ceci étant, les fonctions 
Jfity) et f.(z) peuvent être représentées sous la forme : 


fi = —y+a, fe = ex + B, 


ce qui correspond à un déplacement du corps en tant que tout 
rigide (e, « et B sont des constantes qu’on pose nulles). Nous 
obtenons en définitive 

AU , À + 2u) aU , 202. + 2u) 


2AU = — — + ——— 2UD = ——+————q (2.4 
nt Pr rt nd (24) 


Composons une nouvelle fonction p, = U — px — qy. Par 
calculs immédiats (utilisant le lien qui existe entre o(z) et f(:)) 
on peut montrer que cette fonction est harmonique. Dans 
ce Cas 


U(x, y) = PZ + qy + Di. 


Introduisons une autre fonction (<), dont la partie réelle est la 
fonction p,. Il s'avère alors possible de représenter la relation 
précédente par deux fonctions analytiques d'une variable complexe : 


U(x, y) = Re[zo(2) + x(c)]- (2.5) 


L'expression (2.5) s'appelle formule de Goursat. 

Les développements ultérieurs ont pour but d’exprimer les 
déplacements et les contraintes par les fonctions o(z) et (2). 
Dérivons par rapport aux arguments x et y les deux membres de 
(2.5) et formons une nouvelle fonction 


au . AU 
fa, y)=—+i<—- 
GE oy 


A la différence des expressions de chacune des dérivées 9U/0x 
et OU/0y, celle de la somme OU/0zx + à OU/0y s'écrit sous une 
forme compacte : 


fes 9) = += ef) +290) + GE) (2.6) 


où pour simplifier l'écriture nous avons introduit une nouvelle 
fonction d(z) — x’(2). Utilisant les relations (2.4) et (2.6), écrivons 
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l'expression pour la combinaison # + iv : 
À 


Qu + ie) = —{Lo(e) + 29/00) + Yi] + EEE 0) = 


= 4e) — 2g'(z) — Ds). (2.7) 


Dans le cas d’une déformation plane la constante x = 3 — 4v 
et dans le cas d’un état de contrainte plan, x = (3 — v)/(1 + »). 

Pour exprimer les contraintes par des fonctions analytiques 
d’une variable complexe il convient de dériver une deuxième fois 
les expressions 0U/0zx et OU/ôy. Les relations ainsi obtenues sont 
très complexes, toutefois on peut les représenter sous une forme 
compacte 


Oz + 6 = 4Re[®(:)], 
Gy — Oz + Lirey = 2[20'(2) + W(:)] (2.8) 
(D(2) = oc), F(:) = Ÿ'(2)). 


Sous cette forme il est également commode de représenter les 
composantes des contraintes dans un système de coordonnées 
tourné d’un certain angle « par rapport au système initial. A l’aide 
des formules (1.19), (1.20) et (1.22) du chapitre II on établit les 
égalités 


Gx + Oy —= 4Re[®(<)], 
| | (2.8") 
Gp — 0x + Lire = 2[20'(2) + F(:)]e?. 


Combinant ces expressions nous parvenons à la formule utile 
cu + dre = D(z) + Os) — e#2[20 (2) + F(] (2.8) 


Les relations (2.8). (2.8’), (2.8”’) sont dites formules de Kolossot- 
Muskhelishoili [95, 48]. On utilisera dans la suite aussi bien le 
couple de fonctions o(:), d(z) que le couple ®(z:), F(z). Donc, 
pour déterminer la contrainte tangentielle il faut connaitre la 
partie imaginaire de la seconde relation (2.8), et pour déterminer 
les contraintes normales, résoudre le système correspondant du 
deuxieme ordre. 

Considérons maintenant dans le domaine occupé par un corps 
élastique un petit arc ds et proposons-nous de déterminer le vecteur 
des contraintes appliquées à cet arc. Soient ? = cos(”, x) et m — 
—= COS(n, y) les cosinus directeurs de la direction positive de la 
normale à l’arc ds. Comme ! — dy/ds, m — —dzx/ds, les projections 
du vecteur des contraintes s'expriment en vertu des relations 


(1.6), ch. IT : 


U à U d d U 
Gzv = Oxl + Tryt = + L + 27 = <[(2 , 
oy" oz oy ds ds | Ôy 
ee LA} 
ox ay ds oy” ds ds ax 


La combinaison c,, + ic, peut alors être représentée sous la forme 


Cry + 16 | cs 0 — 
29 Pa] ds ou 2x 
. dif AU , . at . d er — 

= —|———<i— | = — 1 — FA rAeX En &) | 
(SE +] — 5 tet+ 290) + 9) 
Envisageons maintenant un arc de longueur finie avec ses 
extrémités aux points 4 et B et déterminons le vecteur des efforts 
P, + 1P, s'’exerçant sur celui-ci du côté de la normale positive : 


P,+iP,= \ (oz + ion) de = — io) +280) + TE (2.9) 
AB 


Supposant le point À fixe (point :, de l’arc) et le point B variable, 
nous obtenons une relation très importante pour la suite : 


a) + 290 + CG) 5 (ce + ion)}ds + const. (2.10) 


On peut montrer que l'intensité du moment résultant des forces 
sollicitant l'arc 4B par rapport à l’origine des coordonnées est 
égale à 

M = Ref[y(z) — 24(z) — 259'(2)1Ë. (2.11) 


Abordons la question de la définition des fonctions introduites 
plus haut. Le fait est que dans le domaine occupé par le corps 
élastique, les grandeurs avant une signification physique, à savoir 
les déplacements et les contraintes, doivent être univoques. 

Reportons-nous aux formules de Kolossov-Muskhelishvili (2.8) 
tout en supposant le domaine considéré fini et simplement connexe. 
La première égalité implique que la fonction (2) est définie au 
terme Ci près (où C est une constante réelle) et la seconde, que la 
fonction Ÿ(z) est définie de façon univoque. Aussi les fonctions 
o(<) et U(:) sont-elles définies à des constantes additives près de la 
forme Ci: + y et +’, où et ” sont des constantes complexes 
arbitraires. Avant établi que les fonctions o(:) et d(:) sont définies 
à des constantes additives près, nous devons nous attendre qu’il 


4 
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en sera de même des déplacements. Pour l'’établir, substituons 
dans les formules (2.4) ©, = Ci: + y et 4, = y’. Pour les dépla- 
cements correspondants # et v, nous obtenons alors l’expression 


(Au + 240) = 2u[(x + 1) Cis + ur — 7]. (2.12) 


On voit que les déplacements Au et Av traduisent une translation 
du corps en tant que tout rigide. Si l’on veut définir les dépla- 
<ements de façon univoque, il faut poser C = 0 et lier les constantes 
-- et y’ par la relation + — +’. 

Soit maintenant L un contour fermé et supposons que les 
fonctions o(:) et d(:) sont définies à des constantes indiquées 
plus haut près. Les expressions (2.9) et (2.11) nous donnent «lors, 
comme il fallait s’y attendre, des valeurs nulles pour le vecteur 
résultant et le moment des efforts s’exerçant dans le domaine 
délimité par le contour L. 

Des résultats non triviaux sont obtenus dans le cas où l’on 
considère un domaine multiplement connexe, c’est-à-dire un 
domaine délimité par des contours L,, L,, L.. .... L,, dont l'un, 
L,, englobe tous les autres, disjoints. Les composantes du tenseur 
des contraintes et du vecteur des déplacements seront supposées 
comme auparavant des fonctions univoques. On propose dans 
[95] une interprétation physique du cas où les déplacements sont 
supposés des fonctions non univoques. L’univocité de l’expression 
Re ®(:) implique alors que la fonction ®(:) elle-même est définie 
à une somme de la forme 


Ÿ A,ln(: — :,) (2.13) 


Eos 1 


près. Ici z. sont des points situés à l’intérieur des contours corres- 
pondants L,, et À, — B,/2x, B, désignant l’accroissement de la 
partie imaginaire de la fonction ®(:) quand le contour L, est 
parcouru dans le sens contraire des aiguilles d’une montre. La 
fonction ®(:) se laisse donc représenter comme suit 


D(z) = Ÿ À, In(z — 24) + DY(), (2.14) 
K =. 1 
où O*(:) est déjà une fonction univoque, analytique dans le 
domaine considéré. Par intégration immédiate nous obtenons 
que la fonction o(:) se représente sous la forme 


g(e) = 2 Ÿ Ailn(s—2) + Ÿ veln(s — 2) + o*(c), (2.14) 
CLR k=] 


où - sont des constantes complexes arbitraires, les coefficients 
A, sont déterminés plus haut, et la fonction o*(:) est univoque 
dans le domaine considéré. De la seconde relation (2.8) il découle 
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par ailleurs que la fonction (2) est univoque. Intégrant, nous 
obtenons que la fonction Y(:) admet la représentation suivante : 


L 
Us) = Ÿ viln(s — 21) + D#(c), (2.15) 
k=1 
où -; sont des constantes complexes arbitraires, 4*(2:) une fonction 
univoque. 
Revenons de nouveau à l'étude des déplacements. Parcourant 
chacun des contours L,, nous obtenons l’accroissement des dépla- 
cements sous l1 forme 


2u(Au + iAv)z, = 27i(x + 1) 4,2 + xy: +] (2.16) 
La condition d'univocité des déplacements implique les égalités 


A, — 0, LUE — à — VV. (2.17) 


Par la suite nous aurons besoin du vecteur résultant P,,+1P,, 
des efforts s’exerçant sur le contour Z,. Portant dans (2.9) (le 
parcours est réalisé dans le sens des aiguilles d’une montre) les. 
expressions de 9(2) et Ÿ(:) et négligeant les termes correspondant. 
aux fonctions univoques 2* et L*, nous obtenons 


Pa tiPy = —2r(yi — Yi). (2.18) 


Supposant les composantes du vecteur résultant données, nous. 
obtenons les expressions des constantes complexes y, et y; : 


: Prx + iPy ; x (Pse — iPyr) 
EE VR = — 


(2.19) 
(1 + x) 2x(1 + x) 


Portant celles-ci dans les formules (2.14) et (2.15), nous obtenons 
les représentat ions des fonctions 9(:) et d(:) : 


1 LD 


o(:) = — tn 20 + 2P) In(z — 2) + 9Ÿ(c), 
: (2.20} 
DS) =" VS (Pr — iPy)lin(s — 2) + LS). 


271 +%) pi 


En dernier lieu considérons le cas où le contour L, est absent, 
i.e. le cas où le domaine occupé par le corps élastique est infini 
(on peut y arriver, par exemple, en éloignant le contour L, dans 
l'infini). Alors pour tout point = situé en dehors d’un cercle centré 
à l’origine des coordonnées et englobant tous les contours L,, 
on à l'égalité 


In(z — :,) = Ins+ inf1 — &) 
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Remarquons qu’en dehors de ce cercle le dernier terme est une 
fonction univoque. C’est pourquoi nous ramenons les fonctions 
o(:) et (+) à la forme 


P, + iPy 


In = ab E- 
ENS + o**(2), 


p(z) = 


L(z — Ps iPy) RLTE 
ÿ(2) FR + DÉC), 


où les fonctions o**(z2) et L**(:) sont univoques en dehors du cercle, 
excepté peut-être au point à l'infini, et les constantes P, et P, 
sont les composantes globales des vecteurs résultants des forces 
extérieures appliquées à tous les contours L.. Il est clair que le 
comportement des fonctions ®**(:) et %*#(:) au point à l'infini 
doit correspondre aux contraintes admissibles en ce point. Nous 
supposerons qu’à l’infini les contraintes tendent vers des valeurs 
constantes. Dans les expressions des fonctions o**(2) et L**(:) 
devront alors être présents des termes du type l'z et T'z: 


T=B+i0, ['=B+iC, B= (+05), 


0® — 9® + 2-2 = AB’ + iC'}, 


où B, C, B”’, C’ sont des constantes. 
Ces constantes et les contraintes à l'infini sont liées par les 
relations 


co? —=2B— EP, 69 =2B+B", -5 = C!. (2.21) 


Les fonctions o* et L* tendent à l’infini vers des valeurs constantes 
(dont la grandeur n’influence naturellement pas les valeurs des 
contraintes à l’intérieur du domaine). 

Formulons les problèmes aux limites directement pour les 
fonctions o(z) et d(z). Commençons par le premier problème 
fondamental. La condition de continuité des déplacements jusqu’à 
la frontière est équivalente à la condition du prolongement continu 
de l’expression (2.7) en tous les points de la frontière. Passant 
dans les premier et second membres de l'égalité (2.7) aux points 
frontières, nous obtenons 


— 2o(t) + tot) + dt) = f(E). (2.22) 


La fonction f(t) doit être connue. 
Dans le cas du deuxième problème fondamental on peut partir 
de l’égalité (2.10) en supposant que les points + tendent vers les 
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points de la frontière et que l'arc suivant lequel on intègre constitue 
une partie de la frontière. Nous obtenons alors 


el) + 170 + T0 — \ (on + ion) ds + 6 = ft) + €. (2.23) 


I1 découle de (2.23) que si le vecteur résultant des forces appli- 
quées au contour est nul, alors la fonction f(t) est univoque. On 
montre que la nullité du vecteur résultant s'exprime par lu 
condition 


Re| dt = 0. (2.23') 


L 


Dans le cas d’un domaine multiplement connexe, seule l’une 
des constantes c peut être supposée arbitraire, les autres devant 
être tirées de la condition de l’univocité des déplacements obtenus 
au cours de la résolution du problème. 

Pour un domaine multiplement connexe ou l’extérieur d’un 
contour, f(t) peut ne pas ètre univoque lorsque o(z2) et 4(z) con- 
tiennent des fonctions non univoques (cf. (2.20)). On passera alors 
aux fonctions univoques o*(z) et d*(2:), ce qui impliquera auto- 
matiquement l’univocité des conditions aux limites. Bien entendu, 
quand les domaines contiennent des points infinis, il faut égale- 
ment inclure dans la formulation des problèmes les conditions à 
l'infini données par les formules (2.21). 

IN est évident qu’une combinaison des conditions (2.23) et 
(2.22) permet de donner la description du problème mixte. 

Envisageons une question d’importance. On n’exigeait en 
général pour la position des problèmes aux limites que le pro- 
Jongement continu sur la frontière des expressions figurant dans 
les premiers membres de (2.22) et (2.23), mais par la suite nous 
exigerons la réalisation d’une condition beaucoup plus forte : le 
prolongement continu sur la frontière de chacun des termes o(:), 
©’(z) et Y(z). La solution vérifiant ces exigences sera dite régulière. 
Cette condition facilite grandement la justification des méthodes 
qu’on applique traditionnellement à la résolution des problèmes 
aux limites et qui font appel à l’appareil de la variable complexe. 

Notons que les conditions aux limites du deuxième problème 
fondamental peuvent être formulées directement en contraintes 
à partir de la représentation (2.8) où « est l’angle formé par la 
normale au contour avec l’axe x: 


O(t) + O(t) — e[2D'(t) + Fft)]= cs Lion (2.24) 


54 APPLICATION DES FONCTIONS ANALYTIQUES (CH. V 


Pour le problème plan de l’élasticité sont valables les théo- 
rèmes d’unicité établis au chapitre IIL pour le cas général du 
problème spatial. 

Calculons maintenant explicitement la fonction f({) à partir 
de l’expression (2.10). Nous supposerons donnée sur le segment 
d’arc une charge d'intensité constante p dirigée suivant la normale. 
Dans ce cas 


Gun + io = PU + ôm) = pi (SE + 50) = pi dt 
d ds ds 
et par conséquent 
ê 
f(t) = AC + ic) dt = — pl + c. (2.25) 


fe 


Soit à présent un contour constitué de trois segments : 
le premier (du point {, au point t,) est libre, le second 
(jusqu’au point {,) soumis à une pression hydrostatique d’intensité 
p cet le troisième (jusqu’au point t.,) libre lui aussi. Alors sur le 
premier segment f({) — O0 (la constante est posée nulle), sur le 
second f(t) = —pt + pt, (la constante correspondante est tirée 
de la condition de continuité de la fonction f(t) au point t,) et sur 
le troisième f(t) = p{t, — t,). Passons maïntenant à la limite, 
faisant tendre le point {, vers {, et augmentant p de façon à main- 
tenir constant le produit p|t, — t,'. On conçoit que sur les premier 
et troisième segments la4 fonction f(t) ne change pas, et qu’à la 
limite on obtient une fonction discontinue. Le saut peut être 
évidemment interprété comme une force concentrée appliquée en 
4, suivant la normale au contour en ce point. Dans le cas général, 
lorsque les composantes du saut sont arbitraires, nous obtenons 
l'expression d’une force dirigée de façon quelconque. La condition 
p = const sur le segment £., 1, n’a été introduite que pour simplifier 
les calculs. 

On à montré au $ 4 du chapitre III que le problème de flexion 
des plaques se ramène à la résolution d’une équation biharmonique 
non homogène en général. Si, d’une façon ou d’une autre, on à 
trouvé une solution particulière de l'équation avec second membre, 
on aura à résoudre une équation homogène. Les problèmes aux 
limites correspondants seront résolus par la méthode des variables 
complexes. Nous nous bornerons à donner sans déduction, qui est 
pratiquement analogue aux constructions correspondantes du 
problème plan, les formules pour f,, M,, M. Q, et Q, : 


M,— M, +iM,, — 
= 4D( — v)[29"(e) + #'()] + (MS — M2 — 2iM:,), 
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M,+M,=—4D(1+%)[9()+9{(2)]+(ML+ M1), (2.26) 
Q; SE iQ, oo 8D?""(:) ns (Q — iQ,). 


Ici et dans la suite, l'indice « L » se rapporte à la solution parti- 
<ulière. 

Dans le cas où le bord de la plaque est libre de liaisons géo- 
métriques et donc sont donnés le moment fléchissant f,(f) et l’effort 
tranchant f.(t), on obtient la condition aux limites 


— 2p(e) + 395) + dE) = 
. re ei LI  ifi)ds -\ fi + ife) ds | —iez, (2.27) 


où cest une constante arbitraire. Si l’on donne la flèche & — f, 
et l’angle de rotation dw/0n = f,, on obtient la condition 


20) +280 +40 = (te) e), 


CE ay CE y 
(2.28) 


see (prit 


êx Fay 


D'autres combinaisons des conditions aux limites sont d’écriture 
beaucoup plus volumineuse. Quand, par exemple, on donne la 
flèche et le moment fléchissant, on obtient 


Re {te — (4) Let + e01} = 0 


1— v 


ne ( LoU) + ép'(t) + LCD) = fa(t) (+ né er à 


Il est intéressant de noter que passant aux valeurs conjuguées 
dans les conditions (2.27) et (2.28) nous obtenons les conditions 
(2.22) et (2.23) du problème plan. 


$ 3. Equations intégrales régulières 


Les développements qui suivent se rapportent à la fois aux 
premier et deuxième problèmes. Soit un domaine fini simplement 
connexe D‘ délimité par un contour régulier L. Représentons les 
conditions aux limites (2.22) et (2.23) sous la forme 


ko(t) + to'(t) L d(t) = ft), (3.1) 
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où À = — pour le problème I+ et + — 1 pour le problème II*+. 
Récrivons la condition (3.1) sous une autre forme : 
QUE) = J(t) — ko(t) — io'(t). (3.2) 


La fonction {(t) étant analytique dans D*, le second membre de 
(3.2) doit être valeur limite d’une fonction analytique dans D*. 
En vertu du théorème intégral de Cauchy (1.6), chap. I, nous 
avons 

1 À SO) — Ke) — 19°) 7, 8h 

| — dd=0 (:é1*:) 

L 

où encore 


1 
27i 25 i 


— D + 0 dt = À ar — (5). (3.3) 
FA L 


Nous avons obtenu pour la fonction o(t) une équation fonctionnelle. 
Transformons-la en une équation intégrale. Pour cela effectuons 
un passage à la limite pour z:-£L et : é D*. Nous supposons par 
ailleurs que les fonctions o(t), ®’(t) et f(t) vérifient les conditions 
H.-L., ceci nous permettra d’utiliser, pour les intégrales du type 
Cauchy avant ces fonctions pour densités, les formules de 
Sokhotski-Plémelj (1.14), ch. I. 

Intégrons ensuite par parties; afin d’obtenir l’éequation sous 
forme compacte, nous utiliserons les identités 


to (- + #0 + ; Fu 1207) = 0 
L 


E(— 5 ve ) + — / = Her la 


= tb 
à 


Nous aboutissons en définitive à une équation intégrale, dite 
équation de Muskhelishvili : 


t—to 
ht) — (ro amich- E 


œé 


Let a de = A (4). (8.4) 
L 


Cette équation appartient à la classe des équations de Fredholm. 
Etablissons les conditions de résolubilité et démontrons le fait 
que n'importe laquelle des solutions de cette équation (la fonction 
o(t)) est valeur limite d’une fonction analytique dans le domaine D*. 

Examinons le deuxième problème fondamental (4 — 1). Soit 
o({) une solution de l’équation (3.4). Ecrivons les intégrales du 
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Qi 
=! 


type Cauchy 


ci (:") = A OH O IE g (6D+) 
L 


Il s’avère alors possible d’interpréter l'équation (3.4) comme une 
relation faisant intervenir les fonctions ®(f) et Y({) (valeurs limi- 
tes de fonctions analytiques dans D ”), à savoir : 


O(t) + £D'(t) + Y(t) = 0. (3.5°) 


La relation (3.5) représente une condition aux limites homogène 
du deuxième problème fondamental pour le domaine D. Le 
théorème d’unicité implique que ®(2") — ia: + Bet F(:') = —8, 
où zx est une constante réelle, 5 une constante complexe. Comme 
ces fonctions sont représentables par des intégrales du type Cauchy, 
elles doivent s'aunuler à l’infin. Par conséquent, les fonctions 
(2) et. ŸW(:’) sont identiquement nulles. De la nullité de ®(:) 
pour z’e D” découle que l4 fonction o(f) est valeur limite d'une 
fonction analytique dans D”, ce qu’il fallait démontrer. 

L’équation homogène (5.4) admet une solution non triviale 
0€) = 12: + 3 (x et $ sont comme auparavant des constantes 
réelle et complexe) traduisant l’état de contrainte nul. Du théorème 
d’unicité de la solution du problème aux limites découlera qu'il 
n’y à pas d’autres fonctions propres. Rappelons que le deuxième 
problème aux limites de l'élasticité posé pour un domuine fini 
est résoluble quand sont nuls le vecteur résultant et le vecteur 
moment des iorces extérieures. La premiere condition conduit 
automatiquement à l’univocite de la fonction f{({), la seconde à 
l'égalité: 


2e (5 dt = 0. (2.23) 
L 


L'établissement direct des conditions de résolubilité de l’équation 
de Fredholm (construction de la fonction propre de l'équation 
conjuguée et vérification de son orthogonalité au second membre) 
s'avère dans ce cas difficile. Une autre voie d'étude de l’équation 
(3.4) est proposée dans [135]. Introduisant dans le premier membre 
de l’équation le terme 


Lara + Sa | (3.6) 
- DE 


Di l di do [a 
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on obtient, généralement RE une nouvelle équation intégrale 


— Loft) — E\Genrt - Es a — 
L ù L 


e(0 g(t) 0 , , 

sl = 

( fra Da+ Li Are O a + di | A'(t). (8.4) 
L 

Introduisant la fonction ®(:’), conformément à (3.5), et la fonction 

Y(:”) sous la forme 


Ye) — =\ ot) + f(t) d + 
L 


+2 \ © dt + —— AE 20 + 0 ä |» (3.7} 
L 


on obtient pour leurs valeurs limites (de l’extérieur) la relation 
(3.5). D'où il découle, en particulier, que Ÿ(:’) — 0 pour £’e D, 
et donc chacun des coefficients de son développement en série 
suivant les puissances de 1/:° doit s’annuler. Le premier coefficient 


est de la forme 
\ (3.8) 


27 i { 
L 


et le second (celui de 1}:") est 


QE +00 — UT à + 
L 
1{(f30 y 90 x]. 
+ a me di] (3.9) 


L 
Comme 


\; p(t) dt = — \ o(t) di, 
L L 


nous obtenons que le premier terme de (3.9) est une grandeur 
réelle. Si l’on exige la réalisation de la condition (2.23'), le second 
terme s’avérera réel également. Le troisième terme est complexe. 
La nullité de la somme (3.9) implique la nullité de ce dernier 
terme. 

Ainsi nous avons établi que sous la condition (2.23’) toute 
solution de l’équation (3.4”) annule les termes complémentaires 
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du type (3.6) et, par conséquent. représente la solution de l’équa- 
tion initiale (3.4). 

Il nous reste à démontrer que l'équation (3.4) est résoluble 
pour tout second membre. Admettons que l'équation homogène 
possède une solution non triviale que nous désignerons par 0©.. 
L’équation étant homogène, la condition (2.23) est automatique- 
ment remplie, de sorte que la fonction 9, doit être solution de l’équa- 
tion homogène (3.4) également et donc se confondre avec o,(t). 
Portant cette fonction dans (3.6), nous tirons de la nullité de cha- 
que terme que les constantes « et 8 sont nulles. 

Ainsi nous avons démontré que l'équation homogène (3.4) 
n’admet pas de solutions non triviales et donc que l’équation 
non homogène est résoluble pour un second membre arbitraire et, 
en particulier, pour la condition (2.23”). Dans ce dernier cas la 
solution de l'équation (3.4”) sera également solution de l’équation 
(3.4), ce qui établit la résolubilité de cette dernière. 

On étudie de même le cas du premier problème fondamental 


{k = — x). Il convient alors d'introduire dans le premier membre 
de J’équation (3.4) la fonctionnelle 
= \ 07 (3.10) 
2ri\ 1 
L 


La réalisation numérique de l’équation de Muskhelishvili est 
évidemment difficile du fait que l'équation admet pour solutions 
le spectre de valeurs propres. L'intégration par quadratures 
mécaniques conduit, en particulier, à des systèmes dégénérés. 
On montre dans [112] que quelle que soit la méthode d'intégration 
numérique, il est utile de conserver les termes du type (3.6) ou 
(3.10). Par suite de l’erreur des formules d'intégration, ces termes 
complémentaires ne seront en général pas nuls, mais introduiront 
une certaine erreur (minime). En revanche, la méthode permet 
d'éviter les difficultés de calcul apparaissant dans d’autres 
méthodes. 

Passons maintenant à l'élaboration des équations intégrales 
appelées équations de Sherman-Lauricella [132]. On peut consi- 
dérer d'emblée un domaine multiplement connexe NN) délimité 
par des contours L,, L,, L,. ..., L,. les contours Z,. Le, ..., L, 
étant disjoints et L, (qui peut faire défaut) les englobe tous. Nous 
noterons D? les domaines finis délimités par les contours LZ,; 
(9 = 1,2, ....m) et D; l'extérieur du contour J,. 

Commençons l'étude par le deuxième probleme fondamental, 
supposant que les vecteurs résultants des efforts s’exerçant sur 
chacun des contours Z, sont nuls *). Ecrivons les conditions aux 


*) Dans le cas contraire il convient d'effectuer une transformation adéquate des 
conditions aux limites. 
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limites sous 14 forme 


o(t) + 49) + DU) = {0 Le; (tels, j =0,1,2, ...,m), 
(3.11) 


où f, sont des fonctions données et c; des constantes qui se déter- 
minent au cours de la résolution du problème. L’une de ces cons- 
tantes est choisie arbitraire, aussi posons-nous €, = 0. 

Nous rechercherons les fonctions inconnues o(:) et 4(z) sous 
la forme des intégrales (L = L,UL, UL,Uu ...uL,) 


_ 1( 00 
ete) = E (20 à, (3.12) 
L 
en = LL 00 gps 1 00 7, 
96) | — 2 ia 1 
L 


1 to(t) ah b; 

— — | ——— dt ——. (3.13 

te + À 22}. } 
L 


Ici w(t) est une fonction devant être déterminée, :, des points 
choisis arbitrairement dans les domaines D? (j = 1,2, ..., m), b, 
des constantes réelles déterminées de la manière suivante : 


b, — iÂ cut di — ot) dt]. LL (3.14) 
Ly 


Nous admettrons que la fonction œ(t) vérifie la condition 
H.-L. Réalisons maintenant dans les expressions de o(:) et d(:) 
le passage à la limite en faisant tendre t vers les points de la fron- 
tière, de l’extérieur pour les contours L, (j = 1,2, ...,m) et de 
l’intérieur pour le contour Z,. Une procédure analogue sera opérée 
avec l'expression de la fonction 9'(:) qui s’obtient de (3.12) par 
dérivation successive et intégration par parties. Portant les expres- 
sions obtenues dans les conditions aux limites (3.11) nous abou- 
tissons à une équation intégrale de Fredholm 


o(ts) + (coins = = CL es 
L 


Lo 
L 
" ÿ - = SA + € (teL,).: (3.15) 


j=0 to 


Cette équation s’appelle équation de Sherman-Lauïicella. Dans 
le premier membre de (3.15) nous avons introduit complémen- 
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tairement le terme b,/(t, — 0), où le point 2, (:, — 0) est conservé 
pour l’unicité de l'écriture et 


w(D SD 3 
= Lo 20 |. 3.16 
b | [Aa + | (3.16) 
L 
Posons ensuite 
b, — — (65 ds. (3.17) 
Ly 


La relation (3.15) devient alors une équation intégrale à termes 
entièrement définis. Montrons que toute solution de cette équation 
annule le coefficient b, si est nul le moment résultant des forces 
appliquées au corps. En l’absence du contour L, cette condition 
peut ne pas être remplie. 

L’équation (3.15) est équivalente au problème aux limites 
suivant : 


o() +190) +0 +=) (teL). (318) 


Muiltipliant ses deux membres par dt et intégrant nous obtenons 


\ Let dt — o(t) dt] — 2rib, = \ f{t) dt. 
L L 


Tous les termes de cette équation sauf 271b, sont des grandeurs 
imaginaires, aussi bd, — 0. 

Démontrons que l’équation (3.15) (compte tenu de (3.16)) 
est toujours résoluble. Supposons le contraire. L’équation homo- 
gène admet alors une solution non triviale qu’on désigne par 
«(t). Soient o,(:), oz) et c5 les fonctions et les constantes déter- 
minées par cette solution. Dans ce cas 


Dolt)+ toult) + Voft) — D = 0 (tEL,;). (3.19) 
En vertu du théorème d’unicité 
Pols) = tas + 8, Vo(z) = — 8, cj = 0. (3.20) 


Revenant à (3.12) et (3.13) nous obtenons 


iazs + 8 = À (20 à, 


{— = 
L 
_z-1(0%a 1 oo(t) dt | ds 
D A nr = t— = à. #20) 


L L 
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Comme les termes de (3.21) qui ne sont pas des intégrales sont des 
fonctions analytiques dans D, ils peuvent être représentés sous 
la forme d’intégrales de Cauchy de leurs valeurs limites, de sorte 
que si l’on introduit sur les contours L; les fonctions 


10%(!) = ot) — 1xt — À, (3.22 


19%) = Duff — oë(t) + Ÿ 
j=1 1— 5) 


(3.23) 
les égalités (3.21) se laissent ramener à la forme 


di Nt— = =. 


LPO go, VO go (-eD). (3.24) 

2ri 4 — = 
L 

Il en découle que les fonctions o#*{({) et 4*(f) sont valeurs limites 

de fonctions analytiques dans les domaines Dÿ et Ds, avec par 

Ailleurs #*(00) = 0 et Y*{(oo) = 0. 

On a établi plus haut que le coefficient b, = 0 quand l’équilibre 
est assuré. Dans le cas considéré cette condition est évidemment 
satisfaite, donc nous avons b5 —9. Portant dans (3.16) «,(t) tirée 
de (3.22), nous obtenons &« — 0. Eliminant ensuite œ,(t) entre 
(3.22) et (3.23), nous obtenons 

m 1) en 
2%) + de) + QD IS — 28. (325) 
jm 
Multiplions les deux membres de (3.25) par dt et intégrons suivant 
chacun des contours L,;. Nous sommes alors conduits aux égalités 


\ 10 dt — ot{t) di] = — 2xb°, (3.26) 
L; 


qui impliquent b° — 0. Ceci étant. les fonctions o*(2:) et 5*(z) de 
(3.25) sont solutions du deuxième problème fondamental pour 
chacun des domaines D? (j = 0,1, ....m) pour des contraintes 
nulles sur la frontière. Des conditions à l'infini par ailleurs ressort 
que o*(co) — d#(00) — 0, ce qui conduit à l'identité 2*(2)=2%(z) = 
= 0 et par conséquent à 8 — 0. Ainsi 


pY(z) = ia(s) +B, v*(:) = —8,; (5e D’), 
d’où en vertu des formules (3.22) et (3.23) nous obtenons 
&g(t) = —agjt + 1), (4 € L;; ;) = 1,2, ....m), 


ot) —0 (te Lo). 


Des conditions b% = c? — 0 (cf. (3.14) et (3.17)) nous déduisons 
ay = B; = 0. Aussi w,(t) = 0. Ce résultat établit la résolubilité 
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de l'équation (3.15) (compte tenu de (3.17)) lorsque le vecteur- 
moment résultant des forces extérieures est nul. 

Envisageons succinctement deux autres équations intégrales. 
Dans [124] la condition aux limites se choisit directement en 
contraintes. Représentons la condition (2.8”’) sous une forme légè- 
rement modifiée : 


PE) = Lf) — O0) — DH] É —i' (0. (3.27) 


Des procédés analogues à ceux employés pour la construction 
de l'équation de Muskhelishvili nous conduisent à une équation 
intégrale de la forme 


d(K) + : -%—.) 6 + 
L 


Ori NV ti, dtht—1 


r = | Pa ve CRC E)suæ =-f0-— de is. (3.28) 


L 


Par analogie avec la déduction de l’équation de Sherman-Lauri- 
cella, on peut représenter les fonctions o(z) et d(z) sous la forme 
d’intégrales d’une fonction auxiliaire w(t) : 


246) = — LÀ ot In ( — 2) de, 


(3.29) 


Ms) = — — t)in({ — =) ds — —\—— w(t) ds. 
(2) E\e66 n(t— 2) rer o(t) 
L 
Pour plus de simplicité on se borne ici au cas d’un domaine 
simplement connexe. Le passage à la limite et toute une suite de 


transformations nous conduisent à une équation intégrale de la 
forme [44] 


tte) + 0 À [in ie as : 
L 


t—t 


Ü— 1 


+ (ce w(t) À A FE ds = ils, + ion). (3.30) 
L 


Naturellement on peut appliquer à la résolution des équations 
intégrales indiquées ci-dessus les méthodes numériques exposées 
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au $2, ch. I, avec des modifications évidentes qui s'imposent 
lorsque les solutions des équations sont leurs valeurs propres. 
On trouvera dans [112] une procédure de résolution de l’équation 
(3.4). Pour obtenir des résultats stables il s’est avéré nécessaire 
de passer à l’équation (3.4”) dont les solutions ne sont plusles valeurs 
propres. Dans [112] est considéré en outre un cas particulier où 
le domaine est un polygone rectiligne ; ce cas est justiciable d’un 
procédé de calcul spécial qui consiste en ce que la fonction «(f) 
se développe en une série de puissances sur chaque côté du polygone 
et les intégrales se calculent explicitement. 

Dans le cas général de contours curvilignes il y a lieu, si possible, 
d'effectuer l'intégration sur chaque arc de contour d’après lés for- 
mules exactes, tout en admettant la densité constante sur chaque 
segment. C'est ainsi que dans [165] à été construite la solution 
de l'équation (3.15). Une question relative à la précision de la 
solution du problème aux limites est également traitéc dans cet 
article. Le fait est que même lorsque l'équation intégrale est 
résolue avec une exactitude suffisante. les valeurs des contraintes 
risquent d'être entachées de grandes erreurs provenant de la diffé- 
rentiation des intégrales singulières. Pour rester dans les limites 
de précision admissibles, on propose de représenter la fonction 
w(t), après avoir résolu l'équation intégrale, par des splines 
cubiques. 

Dans [161] on propose d’utiliser pour la résolution de l'équation 
(3.15) un système de fonctions, fondamental dans W£, et de détcr- 
miner les coefficients par la méthode des moindres carrés. 


$ 4. Solutions en séries 


Exposons la méthode de résolution de problèmes de l'élasticité 
en séries, directement réalisable pour des domaines délimités par 
un cercle ou deux cercles concentriques. Son extension à des 
configurations plus générales nécessite l'emploi de l'appareil des 
applications conformes. 

Considérons le deuxième problème fondamental pour un disque 
de rayon KR. Il peut être ramené à un problème aux limites de la 
forme 


lt) + to'(t) + U(t) = 


s 0 
= te + 10,) d8=1k \( + 165) 40 = f, —ife (41) 
d' : Ù 
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Dans ce cas doivent s’annuler le vecteur résultant et le vecteur- 
moment des forces extérieures : : 


\ (cv + ion) d0 = 0, (4.2) 
[e) 


ne 


27 
C(£ dx + f. dy) = \# sin6 + f, cos 8) d6 = 0. (4.3) 
0 


Nous supposerons les fonctions o,,, 6, des fonctions continues de 
l’angle polaire 6, ce qui permettra de représenter le second membre 
de (4.1) sous forme d’une série 


fi+ fe = Ÿ Ase. (4.4) 


Comme les fonctions o(z) et d(z) sont analytiques à l'intérieur 
du disque, elles doivent aussi admettre des développements en 
série 


[e .] 
p(z) — È a, (2) — ÿ, ax". 
A m0 
Nous avons ensuite 


PC) = È kaZ1, Ja) Ÿ apr. 


km0 


Admettant que les séries convergent sur le contour également, 
on obtient 


R° h—1 R° k co 
Ÿ att +i Ÿ ra, (T | +Y Sa (T | = % de. (15) 
K=l Fami k=0 —œ 


Le second membre de (4.5) étant une fonction de 8, passons à 
cette variable dans le premier membre de l'égalité : 


Ÿ a. Rte + a Re‘ + 


ka] 


+ > (& + + 2) drssRt2e-iRe aa S a, Ric-* oi = È Aeïs. :# 
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Comparant les coefficients des e, e° (& > 1) et e-#* (4 > 0) nous 
déduisons 


a+a= (1.6) 
œRt = A, (k>1). (4.7) 
(Æ + 2) Gr+2R°+2 + R'a; = A_; (Æ Z 0). (4.8) 


(4.6) implique Im À, = 0. Voyons quelle est la signification de 
cette restriction. Nous avons 


27 


2rA, = \ (fi + if)e-® 40 = 
[6] 


27 27% 


= \ (f, cos 0 + jf, sin ®)d0 +7 | (cos 8 — jisin 6) d0. 
(e) e) 


Revenant à (4.4) nous obtenons que la partie imaginaire est 
égale à la valeur du moment des forces extérieures qui est par 
hypothèse nul. (4.6) est donc toujours résoluble. Il est vrai que la 
valeur de Im a, ne se détermine pas, mais peut être choisie arbi- 
traire et ceci n’a aucune influence sur l’état de contrainte. Puis 
on tire de (4.7) les coefficients a, et ensuite de (4.8) les a. 

Il reste à vérifier si les séries ainsi obtenues sont réellement 
convergentes et conduisent à la solution du problème aux limites. 
La démonstration (vu sa simplicité) sera faite pour une restric- 
tion plus forte que celle utilisée pour la construction de la solu- 
tion. Nous exigerons que les fonctions o,, et os, admettent des 
dérivées premières vérifiant les conditions de Dirichlet (cf. $1, 
chapitre I). Dans ce cas les séries 


q(z) = Das, pe) = Y kasstt, d(:) = Y ax 
Fm k=1 0 


s'avèrent absolument convergentes. Considérons sur le cercle 
|z2l = R les séries 


SIaIR, YElalRtt, YlatiR* 


Vu les restrictions imposées aux fonctions o,, et o,,, nous avons 


Hu Al<< (6 =1,2, ...). 
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Compte tenu de (4.6), (4.7) et (4.8) et utilisant les majorations 
précédentes, nous obtenons les majorations 


: C : C’ Ce 
Eu, L-1 © pr © 
jelRt< Er HalRi< Es [aire T 


(C, C’, C”” étant des constantes) qui établissent la convergence 
des séries. 

De façon analogue se construit la solution pour le premier 
problème fondamental, avec la seule différence qu’une relation 
analogue à (4.6) aura toujours lieu. 

Dans certains cas très importants l’appareil de la théorie des 
séries permet d'obtenir immédiatement la solution sous forme 
explicite. Considérons à titre d'exemple un plan comportant une 
ouverture circulaire de rayon R et posons 0o,, = P,/2rR 
et ©, = P,/2rxkR. Nous chercherons la solution directement 
pour des conditions aux limites en contraintes N, — iT, (sans 
passer aux fonctions f, et f.), déterminant les fonctions (2) et 
Y(:) et non o(2) et d(z) (la marche à suivre est toujours la 
même). Il est évident que P, et P, sont les projections du 
vecteur résultant sur les axes æ et y. Exprimant les conditions 
aux limites par N, et T, quisont les projections du vecteur résul- 
tant sur la normale et la tangente au contour, nous obtenons 


1 ; 
N, = — r (P:C080 + P,sin6), 


T,=— ——(—P.sin8 + P,cos8) 
ou bien 
Fu ST = ip pin 
N,—17T, —. (P, — iP,,)e". 
Portant dans les conditions aux limites les développements des 
fonctions (2) et T(2) en séries suivant les puissances négatives 


de :, on voit que le nombre de termes des séries est fini. Rappor- 
tons uniquement le résultat définitif 


2r(1+%x) : 
(4.9) 
Phys tn LE eue, 
2r(1+%x) = Tr(1+ 3%) :° 


Supposant que R —> 0 et que la résultante (P., P,) reste inchangée 
nous obtenons 


C4 


2r(1 + x) = ? 2rx(1+%x) = 
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La solution (4.10) est celle d’un problème posé pour une force 
concentrée (P,, P,) appliquée à l’origine des coordonnées. Rap- 
portons également les expressions correspondantes des fonctions 
(2) et (2) : 

Da de ili _ Pr iPn In 111 
2(1+x) #(e) 2x(1+x) Eee) 
Si la force concentrée est appliquée en un point autre que l'ori- 


gine des coordonnées, disons z,, on obtient appliquant les formules 
de transformation de coordonnées usuelles : 


RE 
p(z) ue) (Zz — Z), 
(4.12) 
ne) = XPEZiPg) Jn(s — 70) + EPs + iP) 1 


27(1 + 4%) 2x(1 + 4) Sn 

Considérons le cas d’une couronne délimitée par des cercles 
concentriques de rayons , et R.. La condition aux limites sera 
représentée sous la forme (2.8). On cherchera les potentiels (2) 
et (2). Nous avons 


D(t) + O(t) — e[D'(t) + F(1)] = 


œ 
Y Aie, teL,, 
= 17e (4.13) 
Y Are, te L. 
ken — CO 


Utilisant (2.14) nous obtenons les développements en série 


DE)=Amet+ YŸ az, F2) = Y a, (4.14) 
ken — C0 k= — 00 
d'autre part, la condition d’univocité des déplacements (2.1:) 
implique 
A=0, xa_1 + a, = 0. (4.15) 
Portant les développements (4.14) dans les conditions (4.13) et 


égalant les coefficients des mêmes puissances de 6 nous obtenons 
le système d’équations 


24InR, — 4 +2a, — a!,.Rj° = À;, 
2 4 In R, — A + 2a, — a!,R;° = AÀ,, 
(4.16) 
(1 — Fja,Ri + a_iRy — ai Ri * = A;, (k= +1, +2, ...), 
(1 — RjasR5 + u_sRzt — aj_2R3* = À;’. 
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La condition de résolubilité des deux premières équations est 
l’égalité à 


Im(A4$"Ri — AGRi) = 0, 


qui se confond avec la condition d’égalité à zéro du moment 
résultant des efforts extérieurs. 

Considérant deux à deux les autres équations du système 
(pour un # fixe) et éliminant le coefficient a;_., nous obtenons 
l'équation 
(1 — HJCRÈ IR) au + (RTE — RES) Ge = AU RENE LIRE, 

Ha) 
La seconde équation s'obtient de (4.17) par passage aux valeurs 
conjuguées et remplacement de À par —k. On obtient donc pour 
chaque k (4 > 0) un système de deux équations aux inconnues «a; 
et a_,. Le déterminant de ce système s’annule pour # = 0, 1 et 
—1. Le cas de À — 0 ne nous intéresse plus, tandis que pour 
k — 1 nous obtenons le système 


AUR, — AjR;=0, (R£— RS) a+2(RI—R?) a, =1",Ri— À", R1. 


La première équation est la condition de nullité du vecteur résul- 
tant des efforts extérieurs, la seconde permet d'exprimer l’un des 
coefficients par l’autre (on n’a pas encore utilisé la condition d'uni- 
vocité des déplacements). Les autres coefficients &, et a_. se 
calculent sous forme explicite, de même par ailleurs que les a;. 

Compte tenu de l’univocité des déplacements, les coefficients 
a, a, et a’, Ss’écrivent : 


 — AU,RS — AR 2A!/R, — AR; ni, 
L R4 — R4 (+ %)(R2+ R?) UT Abe + dé 
(4.18) 


Dlustrons l’exposé précédent en considérant le problème de 
Lamé pour une conduite à l’intérieur de laquelle règne une pres- 
sion uniforme d'intensité —»p, et soumise extérieurement à une 
pression d'intensité — p.. On à alors À, = — p,, 46 — — De, 
les autres coefficients sont nuls. Par conséquent. il ne restera 
dans les expressions des fonctions ®(:) et (=) qu'un terme : 
p°R; — P, RÈ 
HERERRTR re 
2(R3 — R?) 

Y(<) Eve (Pa— Pi) RÈR; 1 . 


ER 


L'appareil exposé permet également de résoudre les problèmes 
pour des domaines de configuration plus complexe. Soient, par 
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exemple, dans le plan deux ouvertures circulaires : L,; de centre 
a, et L, de centre a. On cherchera les fonctions inconnues (2) et 
U(z) sous la forme de sommes o,(:) + o.(:) et d,(:) + d.(:). Les 
fonctions o,(:) et v,(<) d’une part et 9.(:) et d.(:) d'autre part 


1 1 
et 


(—a) (=—a) 
respectivement. On redéveloppera ensuite les fonctions œ.(2:) et 
(2) suivant les puissances de (: — a). On obtient en définitive 
les expressions des conditions sur le contour Z, dans lesquelles 
figurent tous les coefficients. Pour le contour L, les constructions 
sont analogues. 

Les systèmes d’équations algébriques peuvent être obtenus 
par différentes méthodes. Outre le développement en série de 
Fourier, on peut recommander la méthode du petit paramètre 
(le petit paramètre est, par exemple, le rapport du rayon des 
ouvertures à la distance entre leurs centres si cette distance est 
suffisamment grande devant le ravon), la méthode de Boubnov- 
Galerkin [53]. L’appareil des développements en séries est appli- 
cable également dans le cas où les domaines sont délimités par 
des contours de configuration complexe. On aura alors recours à 
une application conforme. 


peuvent être développées suivant les puissances de 


$ 5. Application des intégrales du type Cauchy 


Une méthode efficace de résolution du problème plan de 
l’élasticité et du problème de flexion des plaques est fondée sur 
l’appareil des intégrales du type Cauchy [95] qui permet de résou- 
dre les problèmes indiqués, fondamentaux, sous forme explicite 
lorsque l’application des domaines de départ sur des domaines 
canoniques, tels que le cercle ou le demi-plan, est une fonction 
rationnelle ou homographique. 

Considérons, par exemple, le problème intérieur pour un 
domaine D* délimité par un contour L. Pour faciliter l’analyse 
du premier et du deuxième problème, récrivons (2.22) et (2.23) 
sous une forme unifiée D 

ko(t) + 19/4) + QE) = ft), (5.1) 
où &# — — ; pour le problème I et À — 1 pour le problème II. 
Dans la suite on considérera plus souvent le deuxième problème 
(étant donné son importance pour les applications) avec des 
conditions complémentaires assurant l’auto-équilibre des forces 
extérieures. | 

Choisissant l'application : — (€) du cercle unité dans le plan 
auxiliaire & sur le domaine D* sous la forme (pour plus de sim- 
plicité le terme nul n’est pas écrit) 

(Et) = A6 + er + ... + ec. (5.2) 
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Passons aux nouvelles fonctions ?[w(%)] et L[ow(T)] que nous 
noterons o(t) et 4(C). La condition aux limites (5.1) s’écrit alors 
sous la forme 


ko(e) + LOST) + Yo) = f{o). (5.3) 


(Q) "(S) 

Conformément à [95], appliquons aux deux membres de l’équa- 
tion l’opérateur de Cauchy pour |6| << 1. La fonction o(&) étant 
analytique dans |©| << 1, nous obtenons d’après le théorème inté- 
oral de Cauchy que l'intégrale du premier terme reconstitue la 
fonction (0). nn 

Considérons le troisième terme. La fonction 4(o) est la con- 
juguée de Y(o) qui est valeur limite d’une fonction analytique dans 
D+*. Si nous montrons que (oc) est valeur limite d’une fonction 
analytique dans D, nous établirons d’emblée la nullité de l’in- 
tégrale correspondante. 

Pour le démontrer, représentons la fonction Y(2) sous la forme 
d’une série 


90) = > an”. (5.4) 


Considérons la série 


qui représente une fonction analytique dans D-. La _Yaleur limite 
de cette série sur le cercle | {| = 1 se confond avec =(6), ce qu’il 
fallait démontrer. 

Passons maintenant à la considération du deuxième terme. 
Le rapport w(c)/æ'(c) est la valeur limite de la fonction 
w(C)/w’(1/5) analytique dans le domaine |£| => 1, admettant à 
l'infini un pôle d’ordre # et donc développable en série : 


C) = b,C" + b, - 15 ni + . + b,C + bd, + Dh (5.5) 


Les coefficients b, se déterminent defacon élémentaire (on montrera 

dans la suite que les x + 1 premiers coefficients suffisent). 
Comme précédemment, on peut montrer que la fonction o’(c) 

est la valeur limite de la fonction +’(1/€) analytique dans le do- 


maine |6| > 1. Par conséquent, le second terme de (5.3) est 
la valeur limite du produit 


(0) 5" 1 : 
| 1 | È 
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Utilisant le développement en série de la fonction o(£) 
Po) = do + RC +... +a,c + asubrti +... ([T] <1), (5.6) 


nous obtenons la partie principale du produit considéré sous la 
forme : 


y = HU + KE LE KUY LH K, (5.7) 


foi 
“(+ 
où les coefficients K, sont déterminés de la manière suivante : 
K, = a,b,, 
K,-1 = 4ab,-1 + 24b,, 
K,- = &b,-2 + 2a,b,-, + 54a3b,. 


K, = ab, + ab, + ... + (nu —1)4a,-, + nab,, 
K, = ab, + 2a,b, + ... + na,b,1 + (n + 1)a,,.,b,. 


Appliquant maintenant l’opérateur de Cauchy au second terme 
de (5.3) nous parvenons à une somme finie (le terme K, n’est pas 
conservé comme n’ayant pas d'influence sur l’état de contrainte) 


KES + Hunt +... + Ki + K,6 — 
mL \ u(s)p(s) de. 


rt J wo) — ?) 


[S] = 1 


puisque (d’après (5.7)) les autres termes (ceux qui ne figurent 
pas dans la partie principale) représentent la valeur limite d’une 
fonction analytique dans |£| > 1. Bien entendu, les valeurs des 
constantes K,, K,-,,...,K+, K, sont pour le moment inconnues. 

ee les résultats précédents, nous aboutissons à l’éga- 
lit 


ko(T) + H,5 + KHs_iCr + ... + KE + ASE — 


(5.9) 


Le See jee 5 
ue A{.). (5.10) 
[a] =1 


Utilisons cette égalité pour déterminer les coefficients K, exprimés 
à l’aide des coefficients a, conformément à (5.8). Développons 
le second membre de (5.10) en série suivant les puissances de © 
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(pour |£| < 1). Pour cela représentons la fonction A(C) sous la 
forme suivante : 


1 \ f(o)ds _ 1 \ f(o)ds 


Di c—t 2ri CU 
[of m1 loj.1 © ne 


Les coefficients À, sont évidemment 


A; = — \ flo)s "de (i=1,2,::,4,n) (5.11) 
œrel 

[S|=1 

Egalant les coefficients des mêmes puissances de © dans les déve- 

loppements en série des deux membres de (5.10) nous obtenons 
le système d'équations 

An + av, — A n° 
ŒAn-] + Gjbn-1 ns 24,b, Sa 5 PT 
Hope des doser (5.12) 
a, + ab, + 2ab,+ ... + (n — 1)a,-,b, = 4, 

a + 4,b, + 24,b, + ... + (n — 1jas-1d,-1 + nab, = Ai. 

Ce système est en général dégénéré puisqu'il doit être irrésoluble 
pour un second membre arbitraire. La condition de sa résolubi- 
lité est la nullité du moment résultant des forces extérieures *), 
condition réalisée par hypothèse. D’autre part, on se souvient 
que l’état de contrainte ne dépend pas de Im a, de sorte que 
l'on peut choisir cette quantité arbitraire. Tout ceci garantit 
l’unicité du système. 

Ayant trouvé les coefficients a;, nous déterminons les coeffi- 
cients K;. L'égalité (5.10) peut être interprétée désormais, après 
le transfert de tous les termes en K, dans le second membre, 
comme solution exacte pour la fonction œ(£). 

Reste à déterminer la fonction d(&): on prend de la conditicn 
aux limites (5.3) la conjuguée et on applique l’opérateur de 
Cauchy. Des raisonnements analogues à ceux employés pour la 
déduction de la fonction o(&) nous conduisent à la représenta- 
tion **) 

do = E (Re RE RE +. (619 
pos 
Jo; -1 


*) Ceci sera encore une fois illustré sur l'exemple du problème élémentaire où le 
domaine D est un disque. 
**) Les cocfficients K3 (j < 0) sont introduits de la même façon que dans (5.7}. 
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La série figurant dans (5.13) peut être sommée. En effet, le déve- 


sl — 
(4 
&'() 


loppement en série du produit o’($) nous donne 


(+) 
ES DT MC RS 


nie Ra _; 
© p'(0) + e Fait vs do- 
La fonction (5) s'écrit alors 
_f[1 
1 f de L e K K - 
Core \ er ler" -n à Un + — Go (5.14) 
[9] =1 


La méthode exposée se transpose pratiquement sans modifica- 
tions au cas des problèmes extérieurs où l’application est de la 
forme 


o(T) =+ AN GES PR ET di (5.15) 


(les autres puissances négatives sont éliminées par la condition 
de conformité de l’application à l'infini). En vue d'appliquer 
l’opérateur de Cauchy on choisira naturellement le point & dans 
le domaine |&| > 1 (les exemples concrets donnés en fin du para- 
graphe illustrent ce qui vient d’être dit). 

Remarquons que la méthode, bien que plus compliquée, reste 
valable même lorsque l’application est une fonction homographique. 

Avant d'aborder la question de l’utilisation de l’appareil des 
applications conformes pour la résolution des problèmes de l’élas- 
ticité concernant des domaines semi-infinis (i.e. domaines déli- 
mités par un contour ouvert), permettons-nous quelques remar- 
ques préliminaires au sujet de la configuration admissible des 
frontières et des restrictions à imposer aux conditions aux limites. 

Soit L un contour ouvert dont les deux extrémités tendent vers 
l’infini et qui partage le plan en les domaines D* et D-. Nous 
dirons positive la direction pour laquelle le domaine D- s'avère 
disposé à gauche. Fixons un point g£ZL et donnons-nous les 
points a, be L. Considérons le comportement des rayons ga et 
gb quand les points a et b s’en vont dans l'infini en se déplaçant 
dans les directions opposées et exigeons que pour un point q 
arbitrairement choisi existent des positions limites de ces rayons. 
Nous désignerons par II l’angle formé par ces rayons limites. 
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On voit aisément qu’il sera le même pour tous les points situés 
d’un même côté du contour L, et de plus on a 


H(g) — H(g) = 2x, (5.16) 


où les points q et g’ appartiennent respectivement à D+* et D-. 
Donnons-nous le comportement des fonctions ®(:) et Y{z) à 
l'infini : 


D(:) = + + o[+} Ÿ(:) — L+e[+) (5.17) 


ou 
p(2) = m2 +o(i), (4) =; ns + o(1); (5.17) 


- et y’ sont des constantes complexes arbitraires. 
Exigeons maintenant que le vecteur résultant des efforts 
extérieurs soit borné; conformément à (2.9) ou (5.16) il s’écrit : 


[LP ag iP,L = In Î- + + Il'2 + + (e2° e2ia) + 


+7mT Tite, (5.18) 


où « et 8 désignent les angles que font les rayons ga et gb avec 
l’axe z (q étant un point arbitraire de D+), r” et r’”, les distances 
du point gq aux points a et b, Il” un angle analogue à l’angle II 
pour un point ge D-, € est un nombre petit tendant vers zéro 
quand les points a et b s’éloignent dans l'infini. Pour que le vec- 
teur résultant soit borné (quel que soit le point ge D+ et donc 
quels que soient r” et r””’), il faut qu’on ait ; + ” = 0. De (5.18), 
on a donc à la limite 


P,+iP,= 217 +de" — ex }y, (5.19) 


où a* et B* sont les valeurs limites des angles « et 6. Il est 
évident que 8* — a* = I[’. Exprimons + par P, et P, sous 
la forme suivante : 


ee 2(Pg + iPy) + (8 — en2)(Pe — iPy) no 
A 4{[(1°}° — sin°I1’] (5-20) 
Lorsque Il’ = 0, il est nécessaire d’exiger en outre que P,= P, — 0. 

Arrêtons là l’exposé des questions générales liées à la résolution 
des problèmes concernant des domaines semi-infinis (vu l’analogie 
avec ce qui à été exposé au début de ce paragraphe) et passons à 
des exemples concrets. 
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Supposons que le milieu élastique occupe l’extérieur d’une 
parabole x? — 4a*{y + a*) (a > 0). La fonction réalisant l’appli- 
cation conforme sur le demi-plan est alors de la forme 


z = (CG) = 146 — ia). (5.21) 
Le parcours sera effectué de gauche à droite (l'extérieur de la 
parabole est D”), donc II” = — 2x. 


A la différence de l'approche précédente, il est préférable 
d'écrire la condition aux limites non sous la forme (5.1), mais 
directement en contraintes (cf. (2.8”’)). Formulons le problème 
. limites pour les fonctions D[uw(t)] — (TE) et F[a(C)] = 
= (6): 


De) + Do) + EP Sc) — RW) = N, + ETS. (5.22) 
2 a 


Les fonctions Ÿ, et T, sont comme usuellement les projections 
du vecteur des contraintes sur la normale et la tangente au con- 
tour (i.e. les projections en coordonnées définies par l’application 
conforme). 

Ramenons l'expression (5.22) (en multipliant par oc + 14 et 
prenant la valeur conjuguée) à la forme 


(o — ia)O(s) + (os — ia)®(s) + 
Fe (s — ia) ia Go) et ia) Yo) = (5 —1a)N,—iT,). (5.23) 


Le premier terme, vu les conditions (5.17), est la valeur limite de 

la fonction (4 — :a)®(&), analytique pour Im & < 0, y compris 

le point infini. Les second, troisième et quatrième termes sont les 

valeurs limites des fonctions (© — ia) D(E), ( — ia): D'(È) et 

(£ + ia) Y(C), analytiques pour Im & 0, y compris le point 

infini. C’est pourquoi appliquant l’opérateur de (Cauchy 
co 


— | re (Im © < 0) aux premier et second membres de (5.23), 
Tel G — 


nous obtenons d’emblée la représentation cherchée de la fonction 


D(L) : 


+00 
1 (o — ia Ny — iTy) _ 
D a À 7 D.24 
(0) 27i(6 — ia) \ c—t É (5.24) 


Appliquant d’autre part l’opérateur de Cauchy à la condition 
conjuguée de (5.23), nous obtenons l'expression de la fonction 
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F5) 
+ 00 
1e 1 (o + ia (Ny + iTy) Ù 
= ——— À — <<" 4 
() 2xi(Q — ia) \ c—t 


C+iap = d 5.95 

Li gr PS Ter (5). (5.25) 

Des expressions obtenues RP Fri d'emblée les 

ve complémentaires qu’il faut imposer aux fonctions 
N, et "} 

Passons maintenant au problème mixte. Supposons que le 
contour L délimitant le domaine élastique soit partagé par des 
points a et B:(4 = 1,2, ...,n) en arcs y, d’extrémités «. et 
B+ et vE d’extrémités Br et re Désignons les systèmes d’arcs 
Y: et y: respectivement par L, et L, TL = L, U L.,). Donnons- 
nous sur le contour L les conditions de type mixte 


2o(t) — 19i) — Qi) = fil) (te re), (5.26) 

q(t) + p'(t) + dt) = JE() + ox (eve). (5.27) 

Les fonctions f, et ff sont supposées données. Notons-les f({t). 
Pour construire l’équation intégrale dans le cas du problème 


mixte servons-nous des représentations des fonctions o(z) et ü(:) 
sous la forme [133] 


o(:) = + Er (5.25) 
: 27ri | L—: 
L 
bee) = — 4 Sat | 1 À oi 1 Tutdt 529 
#() A rR ee —2 2m ((—:}ÿ 4 
L L 


Moyennant les formules (1.14) du chapitre I nous obtenons alors 
les valeurs limites o*(t), ®’*(t), d+(t) que nous portons dans les 
conditions aux limites (5.26) et (5.27). Nous obtenons l'équation 
intégrale singulière 


Aft)o(t,) + 20) rare dt + \ ati tju(t) dt + 
L L 


F \Et 1) of) dE = f{to) + co), (5.30) 


L 


*) Ces restrictions doivent garantir l'existence des intégrales figurant dans 
45.24) ct (5.25) et veulent que les fonctions F = N, + iT, et F’ vérifient les condi- 
tions H.-L. A part cela, oF ct a°F’ vérifient les conditions H.-L. au voisinage du 
point à l'infini. 
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où 
CRIS PA 1 2 T—t 

= DE) el 

k; (Lo t) Oni 31 In LT 5] Fotos ) 2ri à 1 —t, , 
1— x 1 +24 
| Cr WE L 

{A (to), B(t), c(to)} = > D FE (bo 1)» 

—— Lo 0, 0 (to E L;). 


Comme dans (5.30) figure un terme contenant w(t), l4 condition 
de résolubilité de cette équation est de la forme (cf. (3.14), ch. 1) 


Re| LH + cft}Jexlt)dt = 0 (t—1,2, ..,_), 
L 


où o4 (t) est le système complet de solutions associées de l’équa- 
tion associée, C'est-à-dire dans le cas donné bornées en tous les 
points (cf. $3, ch. Ï). 

Dans [130] il est montré que l’emploi de l’opérateur du type 
Cauchy à la résolution du problème mixte dans le cas où l’appli- 
cation est une fonction homographique permet de construire la 
solution sous la forme d’intégrales du type Cauchy. 

Considérons à titre d’exemple quelques problèmes concrets. 

Supposons que le domaine initial est un disque de rayon R. 
L'application est dans ce cas extrêmement simple *) : z — «(&) — 
— R(Ÿ). Comme dans (5.2) l’exposant n = 1, appliquant l’opéra- 
teur de Cauchy au premier membre de la condition aux limites 
nous obtenons dans (5.10), à gauche 


P(8) + 6 + 28, — 
= | ee \ fds | & \ fde +... (5.31) 


(5.14) nous donne l’expression de d{£) : 


= Li | fs _ 8 , a = 5.32 

do cr mr 2 Fo qu) (9.82) 
[0] =1 

La représentation (5.31) permet d’établir d'emblée les conditions 

de résolubilité du problème considéré et de leur donner une 

interprétation. En effet, comparant les coefficients des termes en 


*) Il n’y a aucune nécessité, à vrai dire, de faire appel fci à une application 
conforme, il est préférable d'appliquer directement l'opérateur de Cauchy aux condi- 
tions aux limites ; on conserve l'approche précédente uniquement pour l’unicité de 
l'écriture. 
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& à gauche et à droite, on trouve 


= 1 [de 
= — —. 5.33 
a + 4& ur : ( ) 
|] =1 
Le second membre doit donc être un nombre réel. Récrivons-le, 
introduisant l’angle polaire 6 : 


9 
-.e 


— \ (fi + ife)e- 40 — 


0 
2 2r 


— = (f, c9s0 + f,sin0 )d6 + — \ cs sin0 + f, cos 6)d6. 
0 0 


I1 est aisé de montrer que la nullité du second terme est la 
condition de nullité du vecteur moment des forces extérieures (on 
en parlera en détail plus loin). Une remarque d'ordre général est 
à faire. L'erreur de la formule d'intégration employée peut entrai- 
ner la violation de cette condition, ce qui, en général, peut con- 
duire à la non-résolubilité de l'équation (5.33). Il est clair que la 
partie imaginaire à droite doit s’avérer une quantité petite qu’on 
négligera dans les calculs. 

Concrétisons maintenant les conditions aux limites. Soient 


appliquées aux points 2, = Reïs, 2, — Reïm, ....,2, — Re”rles 
forces concentrées P?, + iP},, Pi, + iP5,,...,P7 + 1Py. D'après 
(2.10), la fonction f({) est une fonction analytique par morceaux 
qu’on définit explicitement. Pour plus de précision nous suppo- 
serons f(t) = 0 sur l’arc «,, «. Dans ce cas 


f(t) = i(P}, + iP1) sur «, @, 
f(t) = PE, + 2P}) + i(P2, + 2P5,) sur a, +, et ainsi de suite. 


Les conditions d’équilibre du corps veulent qu’en terminant le 
parcours on obtienne de nouveau f(t) = 0 sur l’arc «,, «. Nous 
pouvons écrire 
Le À = — (PL + SPL) (a — ©) + 
2ri c—t 2r 

[OC] 1 


+ (P4, + PE) In(os — 4) +... + (P2, + êP?,) In(o,—t)}. (5.34) 
De même 
me | = SUPER - Ps) ma — 6)+ 

|G|=1 


+ (P5 — iP},) In(os — 6) +... + (PA — 1P;,) In(o,—?)}. (5.35) 
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Räpportons en outre l’expression du coefficient a, : 


ñ. P}, : P* 
(À — = Ent ilPy (2% = Ro,). 


En vertu de fs 31) et (5.32) nous obtenons 
PT) = — — y (PA + iP}) In(o; — €) — 


Te kom] 


_ + D (Ph, +iP},)6,. (5.36) 


T km! 


= + S (P — iP#,) In(oy —%) — 
dE k .DÀ 
is etre La 


Donnons en conclusion les formules des fonctions o(:) et ‘(2) 
et des contraintes dans le cas où les forces (P, 0) et (—P, 0) 
sont appliquées aux points z, — Re! et z, — Rel"-®) (fie. 32): 


a) = — Lin (a — 2) — in (6e 9 4 2 —E <| 


Pour représenter Les compo- 
santes des contraintes il cest 
commode d'introduire les 
res polaires locaux 0, et 
6, (qu’on suppose positifs. 
lorsque le point est situé 
au-dessus de la ligne d'action 
des forces) : 


2P |cos? 6 cos 6. 
Cr — — EE + es | 
7 A le 
Fig. 32. Disque soumis à l'action de deux es P COS x 
forces concentrées. TS He 
2PI sin? 6, cos sin*0, cos0, P - 
6, = rs + nec — — COSX, (5.39); 
7 " le TR 


 — | sin6, cos*6, cos, cos*0, | 
y DL me Te ue ee den e 


ge la 
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Présente de l’intérêt le cas où « = 0 (z, = R et £, = — R). 
Considérons l'expression de la composante normale o, sur l’axe 
réel, c’est-à-dire pour 6, = 6, — 0. Comme « = 0, nous obtenons 
] ——P}r TK. Cependant, cecin’est vraique pour les points intérieurs. 
Puisque r, = 0 au point £, et r, — 0 au point :,, en ces points, 
par conséquent, les contraintes doivent être illimitées. En effet, 
supposons que le plan soit coupé le long du diamètre y = 0. Si 
les contraintes en ces points étaient limitées, nous aboutirions à 
une contradiction, puisque là solution obtenue doit correspondre au 
problème d’un demi-disque sollicité suivant son diamètre par une 
pression PjrR et par des forces concentrées +P/2 horizonta- 
les appliquées aux points anguleux. La projection des efforts 
sur l’axe vertical étant égale à 2P/x Z 0, pour assurer l’équilibre 
il est nécessaire d’appliquer aux points anguleux des efforts de 
orandeur P/+. Ce qui vient d’être dit est en parfait accord avec 
les notions de forces concentrées (cf. $6, ch. III), lorsque la solu- 
tion peut être considérée comme solution limite en présence dans 
le domaine d’une cavité de dimensions décroissantes. 

Passons à un autre problème. Soit un plan comportant une 
ouverture elliptique de demi-axes a et b. L'application est de la 


forme 
= a—b 1 _s m 5 
(TC) = (Fr .) afs++) (5.40) 
(4 >0, 0<m< 1). 


Après le passage à la variable auxiliaire © la condition à la fron- 
tière s'écrit : 


= = 


oo) + — ss Pc) + do) = f(o). (5.41) 


Appliquant l’opérateur de Cauchy, nous obtenons d’emblée 
(5 est à l’intérieur du domaine) 


— \ dec . de —0. (5.42) 
G — 2rt GC — 
10[=1 [Jo] 1 


Le changement de signe observé est dû à ce que le sens de par- 
cours adopté est contraire à celui des aiguilles d’une montre. 
Considérons le second terme de la condition (5.41). Il peut 


être traité comme valeur frontière de la fonction + + UE 
_— ml 
analytique pour 0 < m < 1 dans le domaine || << 1. Mais puisque 
c’est ainsi, l’application de l’opérateur de Cauchy au second terme 
annule celui-ci. Revenant à (5.42), nous obtenons d’emblée l’ex- 


6 
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pression de la fonction o(£): 


lt) = — _ \ He do. (5.43) 
jo 


Appliquant maintenant l'opérateur de Cauchy à la condition 
conjuguée de (5.41), nous aboutissons à l’expression de la fonc- 
tion “(&) : 


! nn 1 f de _ 1 + mi 1% 5 
HO te po). (5.44) 
[0] =1 


Concrétisons maintenant la condition aux frontières, admettant 
la charge constituée uniquement d’une pression hydrostatique 
d'intensité p. Donc, en vertu de (2.25) 


Compte tenu de ceci nous obtenons 
1 Ê fo) jy _ _pam, 1 [ Ho y _ _pPa, 
Di c—t C 2ri c—t 4 
[ol 1 [oi = 1 


Les expressions définitives des fonctions æ(&) et ©(?) sont 


DS) = — — (5.46) 
! PA pAm 1 + ms, - nd 
= 45 


Considérons le cas limite où l’ellipse dégénère en une fente 
(m = 1, À = a/2). Les contraintes o, et o, dans le sens positif 
de l’axe réel sont : 


Gz = Gy = 2E (5.48) 


ou bien 


M(z) — —— + M(x). (5.18) 


ne | 


Le paramètre ?p est lié à la coordonnée x par la relation x — 
= A(p + 1/p), et M(zx) est une fonction bornée. Il ressort de (5.48) 
que ces contraintes croissent indéfiniment à l’approche de l’ex- 
trémité de la coupure. 
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Les résultats exposés permettent d’obtenir d’emblée la solu- 
tion de deux autres problèmes, ceux où à l’infini sont appliquées : 
1) une pression hydrostatique ?, 2) une contrainte uniaxiale (le 
long de l’axe y). Dans le premier cas il convient de superposer à 
la solution cherchée une solution qui en contraintes est de la forme 
ot = 0, —9p, +; — 0. Nous retrouvons alors le problème con- 
sidéré plus haut. Si de la solution ainsi obtenue on retranche la 
solution 0o£ — p et o, = +, — 0, on aboutit au deuxième pro- 
blème. Dans les trois cas la solution dépend d’une même valeur du 
coefficient X, appelé coefficient d'intensité des contraintes, jouant 
un rôle exclusif en théorie de la rupture et dont il a été déjà 
question plus tôt (cf. $ 9, chapitre IIT). 

Hlustrons l’application de la théorie exposée en considérant 
un problème concernant le plan à ouverture carrée. On admet 
qu’à l’infini à lieu un état de contrainte uniaxial et que les efforts 
p sont dirigés sous un angle « par rapport à l’axe x qui se con- 
fond avec l’un des côtés du carré [128]. L'application sera représen 
tée sous la forme (1.78), ch. I, dü l’on se limitera aux deux premiers 

1 1 
termes : w(£) R[c . a) 

Nous allons préalablement résoudre le problème pour lequel 
nous poserons les contraintes à l’infini nulles, tandis que les bords 
de l’ouverture seront sollicités par des charges correspondantes. 
A cet effet il nous faudra introduire les fonctions o,(z) = 1/4 pz 


—2ia - = 2 
et (z) = —  . Nous aboutissons aux problèmes aux limites : 


po) + 


_ eu _ — s) a | | (5.49) 


Appliquant l’opérateur de Cauchy pour |£|>1 nous obtenons 
l’égalité 
1 pR 1 


nu EE cs Gi __PR sois 1 es re 
rtutelo te 2 grue’ (50) 


où a; sont les coefficients du développement de o(c) en série 
suivant les puissances négatives. Egalant les coefficients des 
mêmes puissances, nous obtenons le système suivant en conformité 
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pi 


a, + Hi PR qui, a; = 0, a; — a,=0 (n>3). 


G 2 : : : 12° 
On obtient en définitive pour 2(&) la représentation 


(CT) = ph [(H-cos 24 + e<sin 2e) + + .. : 


7 Y 12 


De même pour la fonction 4{(£): 


1 3 3 1 
| (+ CORERTEUR DE 
A |: 
(0) rt LS + ET 
Dans [128] est étudiée l’influence du rayon de courbure en con- 
servant dans l’application trois et quatre termes. 

La méthode exposée de résolution de problèmes de l’élasticité 
est directement applicable lorsque les domaines considérés sont 
simplement connexes. Nous allons exposer une méthode valable 
pour des domaines biconnexes 1136]. Elle implique la construction 
d’un algorithme spécial dont l’étape principale est la résolution du 
problème auxiliaire correspondant pour le domaine simplement 
connexe. Or, ce problème auxiliaire se résout iustement par la 
méthode exposée plus haut. 

Soit un domaine fini D délimité par les contours L, et L.. 
Nous partirons des conditions aux limites 


o(t) + to'(t) + VE) =fi(+c (teL). (5.51) 
o(t) + to'{t) + (1) = fo(t) (te Lo). (5.52) 
Sans restreindre la généralité, nous supposerons dans la suite 


Je = 0. 
Introduisons sur l’un des contours, disons sur L,, une fonc- 
tion auxiliaire 


2o(t) = o(t) — 19(1) — Y(t). (5.53) 

De (5.52) et (5.53) nous tirons alors les égalités 
o(f) = œ(t), (5:54) 
U(é) = — ot) — to'(t). (5.55) 


La fonction off) de (5.54) sera considérée comme densité de 
l’intécrale du type Cauchy _ | à D’après les formules 
tr — 


Lo 
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de Sokhotski-Plémelj (1.14’), ch. I, on peut l’exprimer sous la 
forme du saut des valeurs limites, ce qui permet de représenter 
légalité (5.54) de la manière suivante 


o(t) — lim a rite dt = — lim Po re dt. (5.56) 
st 27 \l—= st 2xi \l—:= 
1e Dÿ 2 :€EDy È° 


La fonction o(f) est la valeur limite d’une fonction analytique dans 
le domaine D, la fonction ee (ze Dj), celle d’une fonc- 
l — 


tion analytique dans Dé et enfin la fonction | #0: (Ge Lo), 
Pr | = 


Lo 

là valeur limite d’une fonction analytique dans Dj. Donc 
le premier membre de (5.56) est la valeur limite d’une fonc- 
tion analytique dans D et le second membre, celle d’une 
fonction analytique dans D,. Comme leurs valeurs limites sont 
égales, on peut dire qu’elles représentent une seule fonction ana- 
lytique dans le domaine D} = DU Dj, que nous noterons par 
la suite ©*(z). Ainsi nous avons 


k(+\ — \ _— 1 (0) k{=\ — — _1 _o() # 
2° (6) ?() 2Ti \ (— = gi ni 2xi \ {—: ’ 
Le Lo 
2€D :ED, 


Des constructions analogues réalisées pour la fonction (2) 
nous conduisent à une nouvelle fonction d*(z), analytique dans le 
domaine D; et représentable dans les domaines D et D; respec- 
tivement sous la forme 


ie roms dt, Va + | D + le gp 


Le 
:ED 

(5.58) 

Les fonctions o*(z) et 4*(z) étant analytiques dans le domaine 
DT. le problème de leur détermination (supposant provisoire- 
ment w(t) donnée) se ramène à la résolution du problème corres- 
pondant de l’élasticité pour ce domaine. La condition aux limites 


s'obtient assez simplement à partir des égalités (5.57) et (5.58), 
mais son expression explicite étant très volumineuse, nous l’écri- 
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vons sous forme symbolique : 
#4) + ot) + () = f(t) + c + H(w, t). (5.59) 


Soit o*(:) — H,[o(t), :] et L*(:) = H,[w(t), :] la solution du 
problème (5.59). A l’aide de (5.53), nous obtenons pour œ(t) une 
équation intégrale de Fredholm de deuxième espèce *) 

(to) —= ns o(t)d In : 2 + ra (sua; : 


lo 


Lo 
+ tot Le {, RL RE — H.[a(, ni + Hsfo(t), to], 


(5.60} 


où par H, [o(t), t,] sont notées les composantes définies par les 
termes complémentaires de (5.57) et (5.58). L’algorithme se ter- 
mine par la résolution de l’équation (5.60). 

L'emploi de la méthode exposée plus haut est particulière- 
ment simple dans le cas où le contour sur lequel on introduit une 
fonction auxiliaire est un cercle. On peut alors prendre la fonc- 
tion œ(t) sous la forme d’une série de Fourier et chercher ensuite 
la solution de l’équation (5.60) en développant ses deux membres 
en une série de Fourier. On obtiendra pour les coefficients de 
la fonction o(t) un système d’équations infini. 

On montre dans [107] que si le problème auxiliaire pour un 
domaine simplement connexe se résout à l’aide de l’appareil des 
applications conformes avec l’utilisation des intégrales du type 
Cauchy, alors dans le cas où l'application est un polynôme, on 
obtient un système d’équations algébriques quasi-régulier. On 
propose en outre un algorithme permettant de prouver, avec un 
nombre déterminé de calculs, que le système est complètement. 
régulier si tel est le cas. 

Notons que la méthode de 12 fonction auxiliaire w(t) permet de 
résoudre le problème dans le cas où sur le contour L, sont données 
des conditions de type mixte **) ainsi que lorsque le contour LZ, 
dégénère en une fente [164]. 

L'appareil des intégrales du type Cauchy permet de résoudre 
le problème de déformation plane suivant [131]. Soit un corps 
composé de deux corps, l’un délimité par le contour L, et l’autre 
par le contour L, et encore un contour, L,, englobant le contour 
L,. Les contraintes extérieures étant supposées égales sur le 


*) On obtient pour w({) une équation singulière si l’on a recours à Ja condition 
(5.52). 
**) Il s’agit, bien entendu, des cas où le problème mixte pour le domaine D3 
peut être effectivement résolu. 
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contour de contact L, de deux milieux, on doit avoir l'égalité 
DE) + tout) + oift) = ot) + tos(t) + bot), (5.61) 


où p,, Ÿ. et »2, 4% sont des potentiels complexes dans les domaines 
1 et 2 respectivement. 

Nous admettons qu'avant la formation du corps composé (à 
l’état de référence) le corps intérieur avait des dimensions un peu 


plus grandes. Par conséquent, on doit avoir 
7 re TT À O 
A Pat) — toi(t) — dut) = 2po(t) — tot) — Let) + mL 


(5.62) 


à condition de supposer qu'après l'introduction d’un corps dans 
l’autre il y ait adhérence. La fonction à(f) tient justement compte 
de là différence de dimensions de la frontière de contact des deux 
Corps. 
Supposons que sur L, ont lieu les conditions du premier type 
Do(t) + lost) + Soft) = (1). (9.63) 
Ajoutant (5.61) et (5.62) on trouve 
CY (0) 
{) = o(t dit), teL,, (tft) = ———— 
P1(t) Da(f) + di(t), 1: 1(t) A+ x 


Retranchant (5.62) de (5.61) préalablement multiplié par >, on 
obtient, compte tenu de (5.64). 


(5.64) 


tt) = get) + it) + édit), te L. (5.65) 
Formons maintenant dans le domaine Z la fonction 
æ\ — ed ne LOL fe " 
0e) = eu(s) + | 0. dr (5.66) 
Li 


et dans le domaine 2 la fonction 


of) = of) + Et ar (5.67) 
Li 


Déterminons les valeurs limites de ces fonctions à l’approche du 
contour L,. En vertu de (1.14), ch. I, nous avons 


à 
et = gti) + + 260 + -EÂ-ÈC à, 


Li 


(5.68) 
o"(t) = pr(t) — — S,(t) + Pr a dt. 
L 
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De (5.64) on déduit que ces valeurs limites coïncident. On a donc 
dans le domaine 1 + 2 une fonction o(z) analytique unique. Des 
raisonnements analogues pour les fonctions d,(z) et d,(z) nous 
conduisent à une fonction 4(z), la même et analytique dans le 
domaine Z + ?, donnée dans le domaine Z par l’expression 


_ + 18100) 3, 


2zi 


Ya) = hs) — 


{— = 


Li 
et dans le domaine 2 par l’expression 


da = da — ER a 


Li 
Attirant la condition sur le contour Z, nous obtenons , 
o(t) + 49/(t) + O() = JE) + H(B,t). _ (5.69) 


On à noté H{(5;, t) les apports dûs à des termes complémentaires. 

Le problème de calcul des contraintes et des déplacements 
dans un corps composé s’est donc ramené à celui pour un corps 
homogène. Ayant résolu ce dernier problème, on trouve facilement 
les contraintes et les déplacements dans les pièces constituant le 
corps composé, en prenant en considération les termes complé- 
mentaires, différents pour chaque pièce. 

1 est clair que l'approche proposée s’applique aux cas de 
plusieurs inclusions, bien plus, aux cas où une pièce comporte 
plusieurs inclusions. 


$ 6. Méthode de conjugaison 


L’exposé précédent montre que les problèmes de contact (ainsi 
que les problèmes de l’élasticité pour des corps présentant des 
coupures, cf. $ 7) peuvent être ramenés à des équations intégrales 
singulières, qui à leur tour se laissent ramener au problème aux 
limites de Riemann. Dans quelques cas particuliers cependant on 
arrive à ramener le problème directement au problème aux limi- 
tes de Riemann [95]. 

Le procédé que nous allons exposer s'appelle méthode de conjü: 
gaison. Soit D+ et D- les demi-plans supérieur et inférieur. Con- 
sidérons une fonction (2) analytique dans D+*. Introduisons dans 
D- une fonction que nous noterons ®(2) et que nous définirons par 
la formule 


7) = 34) (eD+, EeD-). (6.1) 


Le prolongement ainsi défini sera dit prolongement par conjugaison. 
D'une manière analogue, une fonction analytique dans D- peut 
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êtré prolongée dans le domaine D+. On peut montrer que la 
fonction (2) est analytique dans D-. Il est évident que les 
valeurs limites (sur l’axe réel) des fonctions o(z) et o(z) vérifient 
les relations 


p”(t) = ot}, #+(1) = o7(1). (6.2) 


On déduit des relations (6.2) que si sur un intervalle de l’axe 
réel on à Im o*(t) = 0, la fonction ?(:) est le prolongement ana- 
lytique de la fonction o(2) dans le domaine D-, et inversement. 

Envisageons maintenant le problème de l’élasticité pour le 
demi-plan D- avec la condition à l'infini 

@e) = — ER 0(), 
(5.17) 
; Pr — iPy 1 1 
Fé\= 2? -1/()|— 
e)= 2 + of) 


que nous avons introduite au $5; P, et P, sont les projections 
du vecteur résultant des efforts extérieurs sur les axes x et y. 
Prolongeons par conjugaison les fonctions ®(2) et F(z) dans le 
domaine D+ ; les prolongements seront désignés par ®(:) et F(2). 
Introduisons dans le domaine D* une nouvelle fonction analytique 
®,(:) : 
D(z) = — D(z) — 20'(:) — V2) (ze D+). (6.3) 
Effectuant alors dans les deux membres de (6.3) l’opération du 
prolongement, nous obtenons 
Ds) = — Dis) — 2D'(:) — Y(:) (6.4) 
ou bien 
(2) = — ®,(z) — D(:) — z20/(2:). (6.4’) 
La formule (6.4) permet de passer dans la représentation des 
contraintes (2.8) aux fonctions ®(2) et ®,(z) dont 14 première 
est analytique dans D et la seconde dans D+. Ecrivons l’expression 


correspondante de la combinaison des contraintes 06, — 17,, dont 
nous aurons besoin dans la suite : 


Gy — ray = D(2) + (z — 2) (2) — (2). (6.5) 
Supposons ensuite que presque en tous les points de l’axe réel 
lim (it) = ®-(t). à l’exception de quelques points où néanmoins 
z—{ 


on a limy®'(:) — 0. Passant alors dans (6.5) vers les points de 


z—t 
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l'axe réel et omettant l’indice désormais inutile de la fonction 
®,(2) *) nous parvenons au problème aux limites de Riemann 


D-(t) — D+(t) = (0, — 27,5)limz=0 = f{L), (6.6) 


où f(t) est une fonction donnée. 

On trouve donc d’emblée la solution du deuxième problème 
fondamental de l’élasticité pour le demi-plan. En effet, la fonction 
analytique par morceaux ®(:) se représente sous la forme 

œ 
1 ( ft)at 
2) = ——\ —- à 
o = 5 (10% (6.7) 


— © 


Bien entendu, la définition des contraintes en tel ou tel point 
z nécessite la connaissance de la fonction (2) au point conjugué. 

Pour le premier problème fondamental il faut connaître, sur 
la frontière, une relation entre les fonctions ®(:) et W(z) et non 
entre o(z) et d(2). Pour l'obtenir. dérivons (2.7) par rapport à la 
variable x: 


2D(z) — D(2) — 202) — Y(z) = 2u(u' + iv’). (6.8) 
(u” et v’ sont les dérivées des déplacements par rapport à æ). 
Eliminant (2) à l’aide de (6.4’), nous obtenons 
2OD(2) + (2 — 2)D'(2) + D,(:) = 2u(u’ + iv’). (6.9) 
Passant maintenant à la limite pour £: — ?{, nous retrouvons le 
problème aux limites de Riemann 
2D-(t) + D+(t) = 2u(u” + 20" )1mr=0 = ft). (6.10) 
Sa résolution nécessite l’introduction d’une fonction auxiliaire 


analytique par morceaux ; nous la noterons Q(:) et nous la défi- 
nirons de la manière suivante : 


Q(:) = ®(2) (y > 0), N(:) = — z:dD(:) (y < O0). (6.11) 
Pour cette fonction le problème aux limites s’écrit 
Q+(t) — Q-(t) = f(), (6.12) 
dont on trouve élémentairement la solution 
Qt = —-1 LOd, 6.13 
) Prs | \ t— = : ) 


*) Les fonctions D(:) ct D.,(:) sont considérées dans ce qui suit comme les valeurs 
dans D et D* d’une même fonction analytique par morceaux ®(:). 
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Présente naturellement de l'intérêt l’application de la méthode 
de conjugaison à la résolution des problèmes de contact pour le 
demi-plan. Soit sur l’axe réel, frontière du demi-plan, un ensemble 
de points a, b,. &, b:,..., a,, b,. Sur les segments a,, b, (sys- 
tème de segments L) sont donnés les déplacements (c’est-à-dire 
qu’on considère le problème de l’enfoncement des étampes avec 
adhérence), et sur les segments (— oo, a,), (b;, 4,1), (b,, co) (srs- 
tème de segments M) sont données les contraintes. 

Sur le système de segments Jf les contraintes seront supposées 
nulles. On peut les annuler en cherchant une solution particulière du 
deuxième problème fondamental, se donnant complémentairement 
sur les segments L, par exemple, des contraintes nulles. Par super- 
position on obtiendra sur le système X les conditions aux limites 
homogènes et sur le système L les conditions aux limites modifiées 
en conséquence. (6.6) avec (6.11) est donc un problème aux limites 
de Riemann à coefficients discontinus : 

D-(t) — Dt(t) —0 (te M), 
(6.14) 
2D7(t) + D+(t) = fn (teL). 

Comme sur le système Z les seconds membres sont définis par 
Les dérivées des déplacements donnés, le problème aux limites est 
en fait posé pour le cas où les déplacements d’étampes sont donnés 
à une translation près, que l’on détermine au cours de la résolu- 
tion du problème à partir de conditions complémentaires liées 
aux efforts appliqués. On détermine les moments après avoir 
trouvé la distribution de la pression. 

La solution du problème (6.14) s’écrit 


4 XE f(0 dt LP 
6e) = HO À OA + KP (5) 
L 


(6.15) 
n Zita : l 
Xe) = Ie — a)? (E—b) ? 


p-in) 


Ici P,-_,(2) est un polynôme de degré non supérieur à n — 1, con- 
tenant n constantes complexes c,; X(t) sont les valeurs qu’admet 
à gauche la fonction X{z) univoque dans le plan présentant le 
système de coupures L et telle que <"ÆX(:) — 1 pour z — co. 

En vertu de la formule de Sokhotski-Plémelj nous obtenons 
sur le système de coupures L 


DH(#) = — flto) + 0 er + IG pt). (6.15) 


di \ X()(— to) 2 
L 
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Pour trouver les contraintes de contact, il est nécessaire con- 
formément à (6.6) de construire la fonction ®-(t). Le plus sim- 
ple est de la reconstituer à partir de la seconde condition (6. 14). 
Nous obtenons finalement 


z +1 X(o) 


= L TE roman X 


Di 


P+iT—* 


C 
TU fuat Er. 7 
> RC { ï“ te L e e 0 
*\ X(0 (1 — to) Le DR EE RE 
L 


Pour la généralité de la solution (6.15) on doit admettre en 
tous les points extrêmes des singularités non bornées mais, na- 
turellement, intégrables. La solution contient des constantes 
arbitraires c.. 

Passons à leur détermination. Pour l'ensemble des étampes 
considérons deux positions du problème. Dans le premier cas 
les étampes $e déplacent indépendamment et en qualité de con- 
ditions complémentaires pour trouver les constantes on prend 
les vecteurs résultants des efforts s’exerçant sur chaque étampe. 
Dans le deuxième cas seul le vecteur résultant global des efforts 
est connu. 


Dans le premier cas nous obtenons les égalités 


LP(to) + ET(to)] dto = — Pix +iPyx (= 1,2,...n),. (6.16) 
(a3, ds) 


qui représentent un système de nr équations complexes à n incon- 
nues complexes. 


Dans le second cas nous partirons des égalités 
O = [u(ars]) + iv(ar41)] — [u(br) + 20(0:)] = 
Gk+: 
= \ Qu +iv'-)dt, (k =1:,2, ..., un — 1). (6.17) 
b£ 


traduisant la constance de la distance entre les points extrèmes 
des étampes lors de l’enfoncement. Pour construire ces égalités 
utilisons les expressions des dérivées des déplacements sur les 
segments du système M : 


2Zuçu'- + iv) = (x + 1)D{t) — 
= (2 + 1)D(t) + (2 + LA) Pa1t0). (6.18) 
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Le système (6.17) ne contient que x — 1 équations. On obtient 
encore une équation à partir de la condition imposée au vecteur 
résultant des efforts P, + iP, appliqués à l’ensemble des étam- 
pes. Cette condition peut être exprimée directement par la 
fonction ®(2) : 


Him 20(:) = — — (P, + 1P,). 
=— Er 
Par suite 
Cun = — (PP, + iP,). (6.19) 


Les résultats exposés plus haut permettent de considérer le 
cas où les contraintes sont supposées limitées aux extrémités des 
étampes. Cette hypothèse est équivalente à l’hypothèse de leur 
nullité (si f(t) est de classe H.-L.). La pression de contact peut 
être obtenue comme dans (6.15””) ou bien directement à partir de 
(6.15), mais en imposant à l’expression de X(z) des restrictions 
complémentaires. Dans ce cas changeront les conditions du pro- 
blème et pour assurer sa résolubilité il convient de poser inconnue 
la position des points a, et b, également (ceci correspond à la 
position physique des problèmes de contact de ce genre). 

Abordons maintenant le problème de l’enfoncement d’un sys- 
tème d’étampes sans adhérence. Dans ce cas nous supposons 
de même que sur le système de segments M à lieu la première 
condition (6.14). Sur le système L par contre nous supposons 
nulles les contraintes tangentielles et connus les déplacements 
normaux (peut-être à des constantes réelles près), ie. 


v(t) = g(t) + cr (tea, bi)). (6.20) 


Donc -=,, = 0 sur tout l’axe réel. 

Dans ce cas également on peut poser le problème de deux 
facons. Dans le premier cas les étampes sont rigidement liées 
et l’on donne l'effort P, s’exerçant sur l’ensemble d’étampes. 
Dans le deuxième cas les étampes se déplacent indépendamment et 
l’on donne les efforts s’exerçant sur chaque étampe. 

Utilisons la condition +,, — 0 sur tout l’axe Im z = 0. Com- 
binant la condition (6.6) à celle qui s’en obtient par passage à la 
conjuguée (compte tenu de (6.2)), nous obtenons 


— Dir, = D-(t) + D-(t) — Dt(t) — D+(t) — 0. (6.21) 
Par conséquent, 
D+(t) + Di(t) = D-(t) + D-(t), (6.22) 
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d’où il découle que la fonction ®(:) + ®(:) est analytique dans 
tout le plan et, compte tenu de (5.17), nulle. Donc 


D(z) = — (2). (6.23) 


Représentons comme auparavant les conditions aux limites pour 
les dérivées des déplacements dans la direction de l’axe x sous 
la forme 

2uv'(t) = fit) (te L). (6.24) 
Utilisant l’expression du premier membre de (6.10). récrivons la 
condition (6.24) pour la fonction ®(z) : 


Ain” 


— D-(t) + D+({) — . =f(t) (teL). (6.23) 


Récrivons TN la condition (6.6) : 
D-(t) — dt(t)=0 (te M). 
On obtient de la sorte le problème aux limites de Riemann dont 
la solution est la fonction 
1 _| XO/O dt, Put) 
#4) =, t— = + X(:) 
L 
(6.26) 


XG) = VE — a) 5)... G — a.) —6,), 
ZX(2) désigne ici la branche, univoque sur le plan coupé suivant 
L et telle que z-"X{(z) — 1 pour |z| — co, et 


X() = VE — NE — D)... — a, jt — b,). 


Montrons que le premier terme vérifie la condition (6.23). 


Nous avons 
— 1 X(0 f(O dt ee 
DE) = ——\ ————— . 6.2 
(2) me t— 2: 8 1) 


La fonction Æ{(z) est telle que Æ(z) = +X(z). Pour savoir 
au juste quel signe prendre il faut considérer le comportement 
de ces fonctions pour de grandes valeurs de |z|. Æ(<) et Æ (z) étant 
à l’infini de l’ordre de 2”, il faut prendre le signe supérieur. En 
vertu de (6.2), aux points du système L, X(t) — —X(t). Ainsi, 
notre proposition est démontrée. Le second terme vérifiera la 
condition (6.23) si tous les coefficients du polynôme sont des 
nombres imaginaires. La pression exercée par l'étampe est donc 


2 X(0) F(0) 2 Pa-1(10) à 
P(t.) — EEE 12", 6.28 

(ko) TA (Lo) \ {—b L X(L0) 
L 
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Les coefficients du polynôme se déterminent à l’aide des rai- 
sonnements analogues à ceux employés pour les étampes appli- 
quées avec adhérence. Quand, par exemple, les étampes se dépla- 
cent en bloc, on posera nulle seule la différence des déplacements 
verticaux des points b, et a,,.. 

Pour la position physique du problème sur l’enfoncement 
d’une étampe avec adhérence il faut imposer une restriction com- 
plémentaire sur la solution, plus précisément, demander que la 
contrainte de contact soit négative. Dans le cas contraire il se 
formera entre l’étampe et le corps élastique un interstice, ce qui 
changera radicalement la position du problème aux limites, puisque 
le point en lequel cesse le contact de l’étampe et du corps devient 
mobile et donc sera déterminé au cours de la résolution du problème 
(pour plus de détails cf. [95 ]). 

Envisageons maintenant le problème de contact de deux 
demi-plans élastiques ayant des caractéristiques différentes. Le 
schéma proposé peut servir de base au problème de contact de 
deux corps de configuration suffisamment arbitraire, quand l'aire 
de contact est petite devant les dimensions des corps. On utilisera 
indépendamment la solution pour chacun des demi-plans pour 
formuler, à partir de la condition d’égalité des contraintes de con- 
tact et des déplacements sur la frontière, le problème aux limites 
de Riemann. On sera amené, comme dans le cas spatial général, 
au problème d’enfoncement d’une étampe rigide dans le demi-plan 
élastique, lorsque le profil de l’étampe dépend de façon définie 
des profils de chacun des corps élastiques et de leurs constantes 
élastiques. 

Voyons maintenant comment la méthode de conjugaison s’ap- 
plique aux problèmes de l’élasticité posés pour un plan présentant 
des coupures. Le problème aux limites sera formulé comme suit : 
soit un ensemble de coupures L,, L., ..., L,, situées sur une même 
droite choisie comme axe réel. Sur les bords des coupures sont don- 
nées les charges 


+ + >= 

Oys Tryo Oyo *zy- 
Le signe « + » se rapporte aux bords supérieurs des coupures, 
le signe « — », aux bords inférieurs. Comme auparavant, nous 
partirons des représentations (5.17), où P, et P,, sont toujours les 
projections sur les axes x et y du vecteur résultant des efforts 
“exerçant sur les bords des coupures. Les fonctions ®(:) et (2) 
sont maintenant analytiques dans tout le plan, excepté les coupures. 
Réalisons une procédure dite aussi prolongement par conjugaison 
et consistant en la construction dans tout le domaine de fonctions 
®(:) — D(:) et Y(:) = Y(£). Formons une nouvelle fonction 


Q(:) = D(:) + 20/2) + F(:). (6.29) 
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Eliminant à l’aide de (6.29) la fonction (=) de l'expression (6.5), 
nous obtenons 

D(z:) + (2 — 2)D'(:) +— 5) = 7, — ir. (6.30) 
Passant maintenant à la limite pour 2 — { (pour les mêmes res- 
trictions que précédemment sur le comportement de la fonction 


aux extrémités des coupures) nous aboutissons à un problème 
aux limites de Ricmann pour le systeme de fonctions ®(:) et Q(z): 


D+(9) + Q-(N = cf — ist, = pl), 
D-(1) + Q+(1) = 7 — rx = gt). 


Transformant celui-ci, nous obtenons deux problèmes aux limites 
de Riemann : 


(6.31) 


[D + 97 + [+ a] T 
[® — QJ* — [® — Qj =» — q, 
dont nous avons obtenu plus haut la solution. 
Les constantes entrant dans la solution générale sont tirées 


de la condition d’univocité des déplacements lors du parcours de 
chacune des coupures. 


La méthode de conjugaison s'utilise efficacement pour la 
résolution des problèmes de contact lorsque le corps élastique est 
délimité par un arc de cercle, ainsi que des problèmes fondamen- 
taux où les coupures sont disposées le long d’un arc de cercle. 
Dans ce cas le prolongement de la fonction ®(z) par conjugaison 
sera la fonction ®(1/:). 


Nous concluons le paragraphe par des exemples illustrant la 
méthode de conjugaison. 

Considérons le problème relatif à l’enfoncement d’une étampe 
de longueur 27 à base rectiligne (f(t) — 0) pour des conditions 
P,=0 et P,—= —P,. Dans ce cas les formules (6.15) et (6.15°) 
donnent d’emblée la solution sous _ forme 


1 n 
D(:) = (8 + DT Dee (6.33) 
Rapportons les expressions définitives des pressions de contact : 
P(t)= = ES . ; (6.34) 
TN CRE 7 27 l—t 


T{t) = CE in ES = | (6.35) 


,—— 


ES El 
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Remarquons que les formules asymptotiques des pressions de 
contact se confondent, comme on devait s’v attendre, avec celles 
qui s’obtiennent en utilisant la solution de l’équation transcendante 
(9.37), ch. III, pour un coin d’angle x, quand sur l’une des faces 
sont donnés les déplacements et sur l’autre des contraintes. A 
l'approche des points extrêmes, les contraintes de contact changent 
de signe un nombre illimité de fois, tendant vers l'infini, tandis 
que la zone d’oscillation est extrêmement petite et constitue 
0,0003 de la longueur de l’étampe. 


Po 


(a) (b) 


Fig. 33. Enfoncement d'une étampe dans le deimi-plan : 
a) adhérence complète : D) adhérence partielle. 


Etudions plus en détail le cas de l’enfoncement sans frotte- 
ment d’une étampe lisse (fig. 33). En vertu de (6.27), la pression 
est donnée par 
PR 
7 V(lo — 4a)(b — (9) 


VG— aXb =1) 
Er f() dt + 


P(t) = 


CL at La 


D 
2  — _— 
Vo — aXb — to) 
La constante réelle D est tirée de l4 condition (6.19): D = P/2r. 
Après avoir construit formellement l1 solution, il faut vérifier la 
réalisation de la condition P < 0. 

Supposons que l’étampe n’adhère pas complètement au demi- 
plan, de sorte que la position des points & et b devient inconnue. 
Cependant, l’expression (6.36) permet dans ce cas également d’obte- 
ni un résultat exhaustif. La position indéterminée des points 
frontières de contact nécessite que soient vérifiées les conditions 


P(a) — P(b) = 0. (6.37) 


Montrons que ces conditions sont équivalentes à celles qu’on 
impose à la solution pour qu’elle soit bornée. Le fait qu’une solution 


+ (6.36) 


7 
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est bornée implique sa nullité. Introduisant la notation Q(t) — 
= ({ — a)(b — t) récrivons (6.36) sous la forme 
b b 


2 \ [Qt — QUO at | Ce [dt , _2D_ 


DEMI 7 Je-400 Vo 
b 
= 2 Ÿ Q(to) f(t) dt 1 Ab+ B + 2D , (6.38) 
# (— 1) Q(0) Vous) 
b 
— 2 \ f(0) dt 
s — — _… , 
& vaut 
b b 
B — Dr — + a+ 2 LOFT 
) Vou) } va 


Utilisant les estimations (1.25). ch. I. on montre que le premier 
terme de (6.38) s’annule aux points « et b. Aussi ne faut-il s'assurer 
que la solution est bornée en ces points que pour le dernier terme 
uniquement. La condition À — B + 2D — 0 annule le terme en 
question. Nous obtenons finalement 

b 


PU) = VE 6 — 5 —— 0 (6.30) 
F (— OV — aXb — 1) 


Considérons le cas où l'étampe est délimitée par une parabole 
t(t) = kt*. Par raison de symétrie, les points a et b seront situés 
à une même distance ? de l’axe y. Supposons tout d’abord que le 
contact avec le demi-plan est réalisé suivant l'arc {—J.1) tout 
entier. Dans ce cas 

! 


4keu 1 (VE -E P 
D 0 —;: 6.10 
( ) (4 + 1) == t — = + QRVE = = ( ) 


Pour calculer l'intégrale servons-nous de la formule *) (1.61), 
ch. I: 


1 


| HE à = sie VE — F+is À) 


— 1 


*) Ons'est servi des représentations asymptotiques pour de grands [=] : VE = 
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L'expression de la contrainte est alors 


(E — 2Ë6) Po 
P(t ns 6.11 
PE Ter es 
La condition P(t) > 0 (= t < 1) conduit à la restriction 


suivante : P, > Irak x + 1). “Din le cas contraire l’étampe 
n'entre pas entièrement en contact avec le demi-plan élastique. 
Deésignant par a’ et b” les points extrêmes de l’arc de contact 


(a — —b" = l'), remplaçant dans (6.41) { par [’ et exigeant que 
P(a') = P(b') = 0, on obtient d'emblée la réponse : 

l' — YPoe +1) , 6.12 

TETE (6.42) 


De (6.11) en tenant compte de (6.42) on obtient l'expression de la 
pression 


PH = EVE ET. (6.43) 
z +1 


$ 7. Problèmes relatifs aux eorps présentant des coupures 
(cas général) 


Nous allons traiter le cas de corps élastiques présentant des 
coupures dont les frontières sont des contours ouverts L,, (1 =1,2.... 
...s M). Désignons les extrémités de ces contours par a; et b: 
(définissant ainsi la direction positive de a. à b, et les bords gauche 
(—) et droit (—) des coupures). Sur les bords des coupures nous 
supposerons données les contraintes ; ce cas présente le plus d’inte- 
rêt pour les applications. Admettons que le vecteur résultant des 
efforts s’exerçant sur chaque coupure s’annule (s’il n’en est pax 
ainsi, on effectuera une transformation adéquate des conditions 
aux limites (cf. $2)). Pour la position des conditions aux limites. 
que nous noterons f*({*) et f-(t-) afin de distinguer les points de 
mêmes coordonnées, mais situés de différents côtés de la coupure, 
nous utiliserons provisoirement les intégrales (2.9). 

De la sorte, le problème de l’élasticité relatif à un corps pré- 
sentant des coupures (pour plus de simplicité nous considérerons 
un Corps illimité) se ramène à la détermination dans le plan de la 
variable complexe z des fonctions (2) et d(z), analytiques partout 
à l'exception des coupures et vérifiant les conditions 


ot(t+) Liot'(tt) + dr) =ft(t)+e, (tel, (T1) 
o"(t-) + tor/(t-) + (ET) = ft) +es  __— (7.2) 
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Les constantes cç; ne sont pas connues au départ (sauf l’une, qui 
peut être supposée donnée comme en général pour les domaines 
multiplement connexes), mais tirées au cours de la résolution du 
“problème de l4 condition d’univocité des déplacements. Simplifions 
préliminairement le problème, admettant que f*({*) — f-(t-). Il 
faut pour cela introduire dans tout le plan les fonctions 


Polz) = 0, Vol) — À er 


L}; 


1 \ COQ y 
et passer aux nouvelles fonctions &*(:) — o(:) — o,(2) et L*(2z) — 
— U(z) — d,(:). Pour ces nouvelles fonctions les conditions aux 
limites se représentent sous la forme 


p+(0) + dp% 00 + 90) = 9700) + 1270) +9) = JO + (73 
(5 vo + = 10) tez, 


Pour la déduction de l'équation singulière correspondant au pro- 
blème posé nous allons nous servir de la fonction auxiliaire o(t} 
introduite au $ +. 

Introduisons sur les contours Z; les fonctions auxiliaires o;, 
définies par 
ot) = 29*(1) — 1971) — ŸF(E) — 


— 497 (t) + toi) + d-(t) (teL,) (74) 


Ces fonctions représentant (au facteur 22 près) le saut des dépla- 
cements, elles doivent s’annuler aux extrémités des coupures. 

Par substitution directe, moyennant la formule de Sokhotski- 
Plémel)j (1.14), ch. J, nous nous assurons que les fonctions 


ca 1 1 cy(l) pe 

(2) —= — ———— | ——" 4, D 

P ) 21 her rue (7.5) 
L; 


WE) = — TEE) Eure (7.6) 
j=i 27 Ce {— = 
.J 


vérifient identiquement le premier groupe d’égalités (7.3) expri- 
mant la condition de continuité du vecteur des contraintes. Le 
deuxième groupe de ces conditions, définies déjà par les contraintes 
mémes sur les coupures, conduit au système suivant d’équations 
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intégrales singulières : 


_ 1 ws() —b 
—— dt + t) din —— — 
AE rer EU —t 
} 


Lj 


— Po orare) - (L + 2)Lfto) + 7] (7.7) 


Ly 
(to € L;). 


Pour construire ces équations on à appliqué la formule d’inté- 
gration par parties avec la condition w,(a;) = w,(b,) = 0. Comme 
on s'intéresse uniquement aux solutions bornées aux extrémités 
de l’équation (7.7), l’indice de l'équation «sera égal à —m. Or, 
ceci signifie que l'équation n’est résoluble que lorsqu’est vérifiée 
la condition (3.14), ch. I, traduisant l’orthogonalité du second 
membre à toutes les fonctions propres de l'équation associée 
(qui deviennent infinies aux extrémités) et ceci conduit aux 
conditions qu’il faut imposer aux constantes ce. On obtient pour 
les constantes complexes c, un système de 2m équations réelles. 
En vertu de l’unicité de la solution des problèmes de l’élasticité, 
ce système est résoluble dans la classe de fonctions considérées 
et l’équation intégrale le sera aussi, d’où il découle que le problème 
posé est résoluble. 


Remarquons que si les coupures sont disposées sur une même 
droite. choisie, naturellement, comme axe réel, l’équation (7.7) se 
simplifie beaucoup et prend la forme 


> PA Nan AC gt = (1 + 2)ffto) + 2, (7.8) 


3-1 = 
Ly 


On utilise souvent une équation qui s’obtient de l’équation (7.8) 
par différentiation [S21]. Dans le second membre de l’équation 
figurent déjà les contraintes : 


» rs SO ge 2 (1 + fit) (EL) (7.8°) 
JE — 
Lj 

L'essentiel est que maintenant la fonction inconnue admettra 
une singularité aux extrémités des coupures. L'indice de l’équation 
sera égal à m et la solution contiendra des constantes devant être 
déterminées à partir de la condition d’univocité des déplacements. 
La structure de la fonction caractéristique ainsi que l’expression 
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des fonctions propres (8.26), ch. III, pour un angle 2+ impliquent 
que la singularité soit de l’ordre de 1/2. 


Aucunes difficultés de principe n’apparaissent lorsque le 
domaine élastique présentant des coupures n’occupe pas tout le 
plan. Soit un contour L délimitant de l’extérieur ou de l’intérieur 
le corps considéré. Introduisons sur les coupures (qui sont suppo- 
sées n’émergeant pas sur le contour Z) les fonctions auxiliaires 
3, définies de la même façon qu'auparavant, et passons aux 
nouvelles fonctions 


Dead s 1 A0 
Lis FA%ia+x) it: ? 


j 
se 1 ©3(4) + Lo)j(t) 
Lots) = Y(z —— | ET dt. 
dote) = 92) + Er tien , 
Lys 
On peut montrer que les fonctions o,(<) et %,{<:) sont analytiques 
dans tout le domaine continu que nous désignerons par D.Résolvant 
alors d’une facon quelconque le problème obtenu (pour des fonc- 


tions oo, conventionnellement données), nous parvenons aux 
représentations 


205) = Î(o;, 2), Vols) = Ho, 2). 


Revenant de nouveau aux conditions sur les coupures, nous obte- 
nons des équations différant des équations (7.7) ou (7.8) unique- 
ment par des termes réguliers. Exposons un autre procédé de 
construction des équations intégrales pour des corps présentant 
des coupures. Le cas général de coupures curvilignes est envisagé 
dans [101]. Pour plus de simplicité bornons-nous au cas de coupures 
rectilignes [129]. 

Soit dans un plan élastique la coupure |æzi <7, y7>0; les 
contraintes à l’infini sont absentes. Représentons les conditions 
aux limites sous la forme 


cy(T, 0) — 17h (x, 0) = p(x) + q(x), |xi < I, (7.9) 
où 


pla) = (of + 6) — (5h + ra) 


Q(æ) = (of — c7)— (rh — 5). 


Considérons tout d’abord le problème auxiliaire. Supposons 
que sur le segment |x| < ! le vecteur contraintes et les dérivées 
par rapport à æ du vecteur déplacements subissent une disconti- 
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nuité, le saut des déplacements s’annulant aux extrémités de la 
coupure : 


y — Gp — UTey — Ty) = 24) ; (7.10) 


pute + it — 07] = ED ga) (71) 


Nous allons résoudre ce problème par la méthode de conju- 
saison ($6), par analogie avec le cas où l’on donne sur les bords 
de la coupure des contraintes. Au lieu de la fonction T(:) nous 
introduisons la fonction Q(:) par la même formule (6.29) pour 
arriver, en utilisant la formule (6.8), aux conditions aux limites 
suivantes pour les fonctions D(z) et Q(z) : 


D+(x) — Q(x) — D(x) — Q*(x) = 2q(x), 
(7.12) 
2D+(x) + Q-(x) — xD-(r) + Q+(x) = (x + 1)g'(x). 


Ajoutant les deux formules (7.12) nous parvenons d’emblée au 
problème de Riemann pour la fonction ®(zx) 


D+(x) — d-(x) = ils g'{x) — 2e. | —iQ(x). (713) 


Retranchant la seconde équation (7.12) de la première (multipliée 
préalablement par -) nous aboutissons au problème pour la 
fonction Q{x) 


Q+(x) — Q-(x) = i[Q(x) + 2ig(x)]. (7.14) 
Nous obtenons en définitive les représentations des fonctions 
®(:) et Q(:) sous la forme 

? 
1 à 
dc) = — \ 9 dt, (7.15) 
2 
1 


Q(:) = + \ 09 dt. (7.16) 


1 | 
Donnons également l’expression de (2) 
LL 
Y(£) =— \ Re _ rar à dt. (7.17) 


L— = ( — = 
1 
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Les représentations obtenues nous permettront d'établir l’équa- 
tion intégrale singulière de notre problème. Nous supposerons 
dans ce cas que les conditions en contraintes sont connues, alors 
que la dérivée du saut des déplacements est à déterminer. 
L’équation singulière cherchée sera 
l 
1) + iq(0) : re 
\ rare dt = sp(z), x <l (+.18) 


1 


Pour assurer l’unicité des déplacements la solution de (7.18) doit 
vérifier la condition 
î 
\ g'(t) dt = 0. (7.19) 
—{ 
On trouve 


! 
ee at+ir | , (7.20) 
=. # 


gx) = —i — 2 + || 


+: 
où 


Î 
R — — \ au at 


l 


Les fonctions ®(:) et Q(z2) auront alors pour expression 
[4 


D 1 VE — Cp(dt Ep(?) dt ee. C1 g(t) dt À 
Qi ET (E l— = " Qi t—:= A ÉRE ’ 
(7.21) 
Î ê 
ot = 17 (VE Epoa | 1 [À ao | _Rr 7 
() XV \ t—= " 2ri t— = + V=s 1 


— 1 1 


Ainsi, nous avons résolu le problème relatif à une coupure 
unique. Soit maintenant un système de Ÿ coupures orientées 
arbitrairement de longueur 21, (fig. 34); leurs centres (de coor- 
données zr£ et Yr) seront notés 9,. Nous introduisons pour chaque 
coupure un repère local d’origine au point O,, dirigeant les axes 
æ- suivant les coupures. Sur les bords des coupures s’exercent les 
contraintes 


Cf — té = Pate) Æ de, 12e: le (KE = 12, ...,N). 
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Nous commençons par déterminer les contraintes dans un 
plan illimité présentant une seule coupure | —{,!]. En vertu de 
l'exposé précédent, les 
potentiels dans le repère > 
L:0:Y- sont de la forme d 

! 


x | 
1 _ 1 | Qwa : 
D(22) DE 2 pee T9 | 
1, \ 
(%. 2) | 
RAGE = | 
1 QE) — Es | 
2 EE | 
— 1 
1Qx (0) | 
({— =:} Fig. 31. Système de coupures. 
où 
= rt ins Quz) = gi) — 8. 


Par superposition nous parvenons aux représentations 


I 


E 
1 Q£(0) dt 
(=) = —- —— ? 
25 2 {— 2x 
1 
(7.23) 
lk | 
L'' 1 à — 2iaz Qi) Fee 2ige(t) Tre + Q t dt 
{). — “<< — ——— 
m= Lie \[ Re — He Que | à, 
1, 
où 
Tr=t"r+a; ne "t#(:— 2) 


qui décrivent l’état de contrainte du plan connaissant sur toutes 
les N coupures les sauts de déplacements g,(7,) et de contraintes 
Ga(dx). 

Servons-nous des expressions (7.23) pour construire les systè- 
mes d'équations singulières dans le cas où sur les bords des coupures 
sont données les contraintes. Pour les sauts de contraintes nous 
avous les représentations (1.23), tandis que les autres conditions 
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concernant les contraintes seront prises sous la forme 
où +os —Wsi +7) —=2p.(2,), [rl <l (n —=1,2,..., N). 
(7.24) 
Ecrivons les fonctions ®D,(z,) et Ÿ,(:,) dans le repère r,0,7, utili- 
sant les formules de transformation de coordonnées : 
le 
bat 
D,(2:) — \ Qe(at , 
Er FE | { — =£k 
dx 
; (7.25) 
La . 
1 À ie QK0 — gt) _ (Tr—ime t 
(es) = RS de (2 E D 00 | à 
—l2 
où | 
Zx — e-far(2,e" "7 +25 — 2%); Œur = An — Age 

Définissant les contraintes sur l’axe x, et les portant dans les 
conditions (7.24) nous arrivons à un système de N équations 
singulières 

l 


E 
N  — 
Y \ [Ours 2) + Qia)Luu(é, &) + 
Ks1 LA 
— bé M=spit), MES, er? ss) 
EL An 
=. (7.26) 
ci 
| : AT 1 e7 %n 
or (te &) = 5 Ë a Fa Pa +) 
ar : | 
L. { — € 1 _ Ty — 5 — 242, 
| Sur mu Eve contre « Lie | 
où 


X, = men LA. 
Dans le cas où les contraintes sont les mêmes sur les deux côtés 


des coupures, le second membre des équations (7.26) devient plus 
simple car g.(t) = 0. On à alors 


le hs 

\ ao — + à \ tt), zx) + gitt)Lart, ©] dt — 
Én 

ra 12 


= 7PA(t), [al <<, (n=1,2, ...,N)  ( 


=? 
[Er 
1 
—” 
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Notons que dans le cas de coupures colinéaires le système d’équa- 


L md 


tions (1.26) se simplifie et prend la forme 


N 
Ry(1) dt__ _ __ 
2 \ Pie 2 x 2° TPA(t), 
12 
[ti <<, (nm =1.2,...,N), (7.28) 
où 


; .%—1 
PA(x) = gx) + i< gx). 
XxX+1i 
Lorsque les coupures sont suffisamment éloignées l’une de l’autre, 
le système obtenu d’équations intégrales peut être résolu par la 
méthode du petit paramètre (par approximations successives) 
[101]. 

Nous allons le résoudre par la mnéthode de quadratures mécani- 
ques. Ramenons préalablement tous les intervalles d'intégration 
à un mème intervalle [| —1, 1]. Pour cela effectuons le changement 
de variables 


ts; UE. (Slt Ir <0): (7.29) 
Le système (7.27) en combinaison avec les conditions (7.19) prend 
alors là forme 
1 1 


\ HO + y LÀ [as )Eulir, LE) + 
k 


ne ah 
es | 1 


+ qu) Lullrs LE)ldz = 7p(8), El <1 (n=1,2,...,N), (7.30) 


1 


æ 
ve 


\ g,(=)dz = 0 (n =1,2,...,N). 
— 1 
A l'aide de la méthode numérique de résolution des équations 


intégrales singulières exposée au $3 du chapitre I, ramenons le 
problème à un système algébrique 


1 M NN 
M D Dh Cut) Ea(litme late) + 
JE memlk—] 


: + tn) Larllitms LnCr)] = Pa(t,)s (7.31) 
S ultn)=0 (n=1,2,...,N; r—1,2,...,M— 1), 


M: me ] 


où 
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Pour déterminer les points £,, et x, on s’est servi des formules (30.21), 
(30.22) du chapitre I. 

Considérons à titre d’exemple le cas de deux coupures colinéaires 
(fig. 35). Le chargement se ramenait aux contraintes 6% à l’infini. 
Les calculs ont été effectués dans 
les 20 points de chaque coupure. 
Sur la figure 33 sont reportées les 
valeurs de la charge critique (défi- 
nie conformément à la théorie de 
la rupture fragile) pour différen- 
tes dispositions réciproques des 
coupures caractérisées par les para- 
%. Les 
2 21 
courbes pleines se rapportent à la 
pointe droite de la coupure infé- 
rieure, les courbes en pointillé, à la 
pointe gauche. 

Attirons l'attention sur unc 
méthode efficace de calcul des 

0 0,5 10 =, (Cocïficients d’intensité des con- 
_ , / *_ traintes décrite dans [65]. Les 

g. 35. Plan présentant deux coupu- Es | RTE 
res colinéaires et valeurs de la charge  2Uteurs utilisent des applications 
critique. conformes de là forme 


n d 
mètres € = —- et © — 
21 ad 


pe n -] 
es 2% (7.32) 


An-ats — ic)" ki 20 


généralisation de la représentation (1.81). ch. I. Pour certains 
rapports des paramètres on obtient les «pplications sur le 
demi-plan des domaines du type d’un demi-plan à cavité cunéi- 
forme (fig. 36) (pour n —=3. a — —3c", a — —91c, & = 82). 
La solution des problèmes pour de tels domaines s’obtient sous 
forme explicite (cf. $). La valeur du coefficient d’intensité des 
contraintes calculée d’après cette méthode dans le problème de 
traction d’un tel plan est proche de la valeur trouvée à l’aide 
d’équations intégrales singulières pour un demi-plan présentant 
une coupure verticale [101]. Nous reviendrons sur la question 
de la détermination des coefficients d'intensité des contraintes 
au $ 6 du chapitre VIT. 

Remarquons que les équations de ce paragraphe peuvent être 
utilisées pour la résolution des problèmes de flexion des plaques 
en présence de coupures. Toutefois la position rigoureuse de tels 
problèmes se trouve en contradiction avec les idées principales 
qui sont à la base de l1 théorie de flexion des plaques, puisque les 
problèmes de ce genre sont au fond des problèmes spatiaux et 
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qu'on ne peut parler de l’exactitude de la solution qu’à une cer- 
taine distance des points d’extrémités seulement. 


y 


CREER RE 


7/4 


Fig. 36. Domaine donné par (7.32) appliqué dans le demi-plan. 


$ 8 Méthode des solutions fonetionnellement 
invariantes 


Nous appliquerons l’appareil des fonctions de Ia variable 
complexe à la construction d'une classe spéciale de solutions 
des problèmes de l’élasticité dynamique. Cette classe de solutions 
peut être obtenue à l’aide des solutions dites solutions fonctionnelle- 
ment inrariantes de l’équation d’onde. 

Celles-ci se construisent de la façon suivante : on cherche une 
fonction Q{zr. y. t) telle qu’une fonction arbitraire # = f(Q) deux 
fois différentiable *) soit solution de l’équation 

a°u a°u 1 &é°u 
Q# pe + pe rer à 0, (8.1) 


HS 


autrement dit 
2 &YŸ,fæ\_1ifæŸl). 
d @[() +| 4 | il | 
; 9° 20 20 ; 
+ro [+] wa 


D'où, f(Q) étant arbitraire, nous obtenons 
3Q , #Q 1 30 
ee 5 


a \° 2Q \° 1 { 30 
CHOC) 
ax ay a” cl 


*) Si Q(z. y, 0) est unc fonction complexe, alors f({) est une fonction analytique. 


LE 
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La vérification du système (8.2) est une condition nécessaire et 
suffisante pour que % = f({2) soit solution de l’équation d'onde. 
Une vérification immédiate démontre la légitimité de l’énoncé 
suivant : l’expression de l’intégrale générale du système (8.2) est 
linéaire par rapport à x, y et {: 


à = U(Q)t + mQ)x + nQ)y — K(Q) = 0; (S.3) 
les coefficients y sont liés par la relation 
l(Q) = a[m*(Q) + n#{Q)]. (S.+) 


En effet, calculant les dérivées de la fonction donnée implici- 
tement, portant les expressions obtenues dans (8.2) et compte 
tenu de (8.1) nous nous convaincons que l’expression (8.3) est 
l'intégrale du système (8.2). On à ainsi démontré que l'équation 
d’onde (8.1) admet des solutions de classe indiquée. Notons que 
si f({) est une fonction complexe, les fonctions « — Re f(Q) et 
u — Im f(Q) seront également solutions de (8.1). 

Rapportons ici la liste des dérivées de la fonction f(Q) par 
rapport à +, y, t, dont nous aurons besoin dans la suite : 


en 2 œ a 
Cl ul sm REC EU RCE DUR 
Dal 2 Dal 1 € er à 


TL à f’ mi 
èx ày ô’ 99 ô’ 


(le cran désigne la dérivée par rapport :: Q). 

Rappelons que nous avons imposé à la solution # = f(Q) de 
l'équation d'onde certaines conditions de différentiabilité par 
rapport à Q. En effet, si pour x, 4, t réels la fonction Q(x, y, t) 
prend dans le plan de la variable complexe = = x + 17 les valeurs 
dans un certain domaine, on doit supposer la fonction f(Q) anu- 
lytique dans ce domaine. Comme on sait, cette hypothèse recèle 
sous forme implicite l’équation de Laplace pour les parties réelle 
et imaginaire de la fonction f. La solution w = f(x + 1y) peut 
servir d'exemple de ce genre. Si, par contre, la fonction f({) est 
fonction d’un seul paramètre réel, c’est-à-dire prend ses valeurs 
sur une courbe, la condition d’analyticité n’est plus nécessaire 
et pour que f({) soit solution de (8.1) au sens classique du terme, 
il suffit qu’elle soit deux fois continûment différentiable le long de 
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cette courbe. Les ondes # = f(x + at) représentent un exemple de 
ce genle. 

Notons également que la classe des solutions fonctionnelle- 
ment invariantes de l’équation d’onde se définit, comme nous 
l’avons montré, par la structure de la fonction Q{(z, y,t) vérifiant 
le système (8.2) et prenant par conséquent la forme (8.3) sous la 
condition (8.4). Les fonctions f({) peuvent être, comme on a indi- 
qué plus haut, des fonctions arbitraires deux fois différentixbles 
(ou bien analytiques). L’appellation même de l1 méthode des 
solutions fonctionnellement invariantes reflète certaines propriétés 
générales de groupe des solutions de l’équation d’onde. 

1. Ondes planes. La solution admet la forme la plus simple si 
l'on pose !, m, nr constantes et si l’on prend la fonction Æ(Q) égale 
à ©. Dans ce cas (8.3) devient 


Q = + mx + ny, (5.6) 
où = a(m° + n°), et l'expression générique des solutions de 
l'équation d’onde est de la forme 

u = {lt + mx + ny). (S.7) 
Si tous les nombres {, », x sont réels, nous obtenons alors la 
solution de l’équation d’onde dite onde plane. Les coefficients 
Z, m, n peuvent être des nombres complexes. Pour »m = 1, n — “+1, 
4 = 0 nous obtenons l'intégrale générale de l’équation de Laplace 
qui vérifie bien sûr l’équation d’onde aussi. Dans le cas où tous 
les trois coefficients sont différents de zéro et sont des grandeurs 
complexes d'arguments différents, nous obtenons une solution 
foncièrement nouvelle, dite onde plane complexe [144]. 
Sans restreindre la généralité on peut poser dans (8.7) le coeffi- 


cient ? = 1. Notant m — —6, nous obtenons n = +Va-*—6", par 
conséquent, l’expression (8.7) prend la forme 
u = f(t — 0x + yŸa-* —6!). (S.S) 


Si (8.8) vérifie l'équation de Laplace, alors les parties réelles et 


imaginaires 
u = Re f(t — 6x + yVa-: — 6°), 
u = Im f(t — 6x + yVa-* — 6) 
sont également solutions de l’équation (8.1). 
Considérons à titre d'exemple les problèmes sur la réflexion 


des ondes planes par la frontière y — 0 du demi-plan élastique 
4 > 0. Appelons onde plane longitudinale la solution des équations 


; (5.54) ch. III 


ÂNP-0. (5.55) ch. III 
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pour laquelle 
F(z, y t) = 0. 
(8.9) 
D = f(t — Or + yŸa-? — 6). 

Pour le demi-plan y>0. le siège 
d’oscillations élastiques engendrées ‘par 
une onde plane longitudinale, la solu- 
tion de la forme (fig. 37) 

D = f(t — Or + yVa== — 6°), Y = 0, 
(8.10) 
est l’onde dirigée vers la frontière (inci- 
dente); 6 est évidemment un nombre 
réel, |0| < at, fa-* — 6° 4 0, puisque 
réels sont les coefficients de la fonction Q(x, y, t). La solution 
D = f(t — Or — yVa-* — &), F=0, (8.11) 


est l’onde réfléchie par la frontière. 
Nous appellerons onde plane transversale la solution suivante 
des équations (1.56), (1.57), ch. III : 


D—0, Ÿ = f(t — 6x + yŸb-* — 6?), (S.12) 


Fig. 37. Onde incidente sur la 
frontière. 


où les coefficients 0 et Vb-2— 62? sont également réels. Nous 
distinguerons les ondes transversales allant vers l1 frontière du 
demi-plan y — 0 pour lesquelles 


D—0, = f(t — 6x + ylb-? — 6°), (8.13) 
et les ondes réfléchies par la frontière pour lesquelles 
D—0, = f{(t — 67 — yŸb-? — 6). (8.14) 


Dans les ondes dirigées vers la frontière le potentiel garde une 
valeur constante sur les plans 


t — Or + yVa-? — 6? — const (onde longitudinale), (8.14) 
t — 6x + yŸb-® — 6? — const (onde transversale) (8.14) 


qui avec l’accroissement de t se déplacent dans la direction N 
formant un angle obtus avec l’axe y. Les cosinus directeurs de la 
normale N sont 
COS (N.r)=6a, cos (N,y) = —Ÿ1 — 0a’ (ondelongitudinale), 
(8.15) 
cos (N.r)—6b, cos (N, y) — — V1 — 6%? (onde transversale). 
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Pour les ondes réfléchies, les cosinus directeurs de l1 normale Y, 
aux fronts d'onde sont 


COS(N,, x) = 64, cos(N,, y) = 
= |/1 — 6°a*° (onde longitudinale), a. 
(5.16) 

cos(N,, x) = 6b, cos(\,. y) = ; c 


gl — #b° (onde transversale), Fig. 38. Onde incidente longitu- 


et la normale forme un angle aigu dinale et ondes réfléchies (S, onde 
Ve eue ñ $ transversalc.P,onde longitudinale). 
avec l'axe y (fig. 38). 


Supposons que la frontière du demi-plan est libre de con- 
traintes. Dans ce cas pour y = 0 nous avons 


"ne 2 or 0 
= pb° 2 ee -- + — _ ——— - = Ù, 
ax dy ET ox? 


(8.17) 


ou ox° Ox 0y 


Par substitution directe il est facile de s'assurer que séparément. 
ni l’onde se propageant vers l1 frontière, ni l’onde réfléchie ne 
vérifient les conditions aux limites. Rien de plus naturel 
que de rechercher l4 solution du problème sous forme d’une somme 
d’ondes de différents types, ce qui est légitime du fait de la linéarité 
des équations de la dynamique du corps élastique. Notons en outre 
que les conditions initiales sont prises en considération par le choix 
de la direction de propagation de l'onde. 

Supposons tout d'abord que vers la frontière y = 0 se dirige 
une onde plane longitudinale décrite par les potentiels du type 
(8.10) ; nous l'affectons d’indice « 1 ». Nous rechercherons les ondes 
réfléchies sous forme d’une somme d’ondes longitudinale et. trans- 
versale : 


=e|e Pr Re 5 pa niet 


D, — Af(t — 6r — yYa-® — 6°), 
(8.18) 
W, = Bf(t — 6 — yb-° — 6°). 
Ici 4 et B sont des constantes inconnues appelées amplitudes 
d’ondes ou coefficients de réflexion. Ces constantes sont à déterminer 
à partir des conditions (8.11) dans lesquelles on porte les expres- 
sions de ® = ®, + b, et de F = Y, +, = YF... On obtient 


[(L — 26°b2)(1 + A4) — 20b2Blb-* — 6*]f"(t — 0x) — 0. 
(8.19) 
[—20(1 — 1)Va-? — 6? + (b-° — 20:)B]f'"(t — Or) =: 0. 
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Comme f est une fonction arbitraire, les expressions entre crochets 
sont nulles, par suite : 


A = ——f—(26 — b-2}° + 462Va-z — 6/5 — 6°], 


R(0) 
(8.20) 
B — F [— 40(26: — b-2)Va-z — 0], 


où 
R(6) = (262 — b-2) + 462Va-? — 6} D-2 — 6° > 0. 

A l’aide de (8.18) et (S.19) nous trouvons finalement les expres- 
sions cherchées des potentiels des ondes réfléchies. Dans nos 
raisonnements nous avons supposé que les ondes réfléchies par 
la frontière libre du demi-plan étaient décrites par la même fonction 
f(Q) que l’onde incidente. Plus précisément, (2) décrit son profil. 
On déduit de (8.20) qu’il existe des ondes réfléchies de même 
profil. Si l’on place l'observateur (l’1ppareil) en un certain point 
(x, y) du demi-plan par lequel passeront aux instants correspon- 
dants du temps t,, ton 2, l'onde incidente longitudinale et les ondes 
réfléchies longitudinale et transversale respectivement, celui-ci 
enregistrera une variation dans le temps de la perturbation (du 
déplacement, de la déformation ou de la contrainte) dans chacune 
de ces ondes suivant la loi f(t); pour les ondes réfléchies se mani- 
este l’influence des amplitudes À et B qui interviennent dans le 
facteur d’échelle suivant l’axe des ordonnées sur le graphique 
f = j(t). La fonction f(t) peut encore être appelée oscillogramme 
théorique de perturbation ou d’onde. 

Notons aussi quelques conséquences géométriques des formules 
des potentiels des ondes incidente et réfléchie. Appelant angle 
d'incidence d’une onde sur la frontière l’angle «&, que fait la normale 
à la surface 


t — 6x + yVa-= — 6 — const 


(qui pour un choix adéquat de la constante du second membre 
peut être appelée front d'onde à l’instant t) avec le sens négatif de 
l’axe y et angles de réflexion les angles a, et +, que font les normales 
aux surfaces 


t — 6x — yfa-°— 6: — const, t — 6x — yŸb: — 67 — const 


avec le sens positif de l’axe 7, nous tirons des formules obtenues 
pour les potentiels : L°œ, = «,, c’est-à-dire que l’angle d’incidence 
d’une onde longitudinale est égal à l'angle de réflexion, et 2° 
sina,/sina, = a/b, C'est-à-dire que le rapport du sinus de l’angle 
d'incidence d’une onde longitudinale au sinus de l’angle de réflexion 
d’une onde transversale est égal au rapport des vitesses de propa- 
gation de ces ondes. On déduit des formules (8.16) que 0 = (sinx,)/a. 
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Considérons maintenant une onde plane transversale, incidente 
sur la frontière y — 0. Ce problème ne présente pas de difficultés 
nouvelles en comparaison du précédent lorsque |0| << a-1 et se 
résout de façon analogue. L’onde incidente se décrit par les poten- 


tiels 

D, —0, YF, = f(t — 6x + y}b-* — 6°). (8.21) 
Pour 10] < a-1, la solution pour des ondes réfléchies peut être 
recherchée sous la forme 


D, = Cf(t — 0x — yÿa-* — 6°), 


Y, = Df(t — 0x — yŸb-°— 62), 
où C, D sont des constantes interprétées comme coefficients de 
réflexion (amplitudes d’ondes réfléchies). 
Portant ® = ®,, F = Y, + Ÿ, dans (8.17), nous trouvons 


[(L — 26%b°)C + 20b2(1 — D)Vb-=—6?]f"(t — 6x) = 0, 


(8.23) 
28CVa-? — 6? + (1 + D)(b-? — 26°)]f"(t — Or) — 0. 
D'où, supposant f''(t) Z 0, nous avons 
C — rs [10(20° — b-2)/0-2 — 6], 
(8.24) 


D = ms [—(20? — b-2)? + 40/07 — 6 Va? — 6€]. 
Voyons à quoi est liée la restriction 16] << a-1 dans la description 
du processus de réflexion d'ondes transversales. Formellement 
cette restriction provient du fait que les coefficients figurant dans 
l'expression de Q(x, y,t) sont réels, ce qui est nécessaire pour 
l’onde plane élémentaire (8.7). Du point de vue physique, |0| — 
= [0,| = a”! est l'angle d’incidence d’onde plane transversale 
pour lequel à lieu la réflexion interne totale. Des formules (8.15) 
nous déduisons le lien qui existe entre l’angle d’mcidence «, de 
l’onde transversale plane sur la frontière y = 0 et 6, (admettant 
pour plus de précision que la direction de propagation de l’onde 
fait un angle aigu avec le sens positif de l’axe æet, par conséquent, 
60): 

sinx, = 0,9 = =. (8.25) 
Nous référant à la figure 39 nous remarquons que (8.25) définit 
Ja valeur de l’angle «, pour laquelle la vitesse de propagation des 
ondes transversales le long de la frontière (dans le temps At l’onde 
se déplatera suivant l1 normale au front d’onde d’une distance de 
b At) est égale à la vitesse des ondes longitudinales (on voit de la 
figure 39 qu’au cours du mème laps de temps At l'onde longitu- 
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dinale parcourt le chemin a At). Pour des angles d'incidence 
æ, > arc sin (b/a) il y aura réflexion interne totale des ondes trans- 
versales, et les perturbations longitudinales produites aux points 
de la surface y — 0 par une onde 
transversale dépasseront l’onde 
transversale. Cette propriété se 
prête à l’interprétation suivante : 
«le sinus de l'angle de réflexion 
d’une onde longitudinale calculé 
d’après la loi de sinus sin «.—6a 
s'avère supérieur à l'unité, de 
sorte qu’il n'y à pas, au sens usuel 
du terme, d'angle de réflexion réel 
de l’onde longitudinale ». Donc, la 
solution du problème de réflexion 
donnée par les formules (3.22), 
(8.24) n'a de sens que pour 
|0[ <a-!, c'est-à-dire pour des angles d'incidence inférieurs à 
l'angle de réflexion interne totule : sin &, < b/a (fig. 40). 
Considérons maintenant le cas de réflexion interne totale. 
Gardant la restriction | 0| << a-!, nous pouvons néanmoins chercher 
la solution sous la forme d’une somme d’ondes planes, mais il 
faut lever l4 condition exigeant que les coefficients de l’expression 
de Q(r, y, 1) figurant dans (9.9) soient réels, puisque pour [8] < a-!1 
les coefficients de l’onde plane longitudinale peuvent devenir 
complexes. On peut établir la résolubilité du problème suivant 
dans le cas de | 0} > a-1 : trouver pour une onde incidente transver- 
sale donnée par (5.21) des ondes réfléchies longitudinales ct trans- 
versales, à déplacements limités, 
telles que les perturbations globa- y 
les vérifient les conditions aux limi- 
tes posées. La condition de résolubi- 
lité du problème est que le vecteur 
4 — grad ®, soit borné ou. ce qui 
revient au même, que soit bornée f’(x). 
Envisageons deux cas auxiliaires Ÿ 
qui aideront à construire la solu- 
tion générale du problème de réfle- Fig. 49. Réflexion d'ondes 
xion. Soit dans (8.21) la fonction FRS VE RUes 
f = f, une fonction complexe représentant les valeurs sur l’axe 
réel d’une certaine fonction de variable complexe, régulière dans le 
demi-plan 70 et y admettant une dérivée bornée. Nous 
chercherons la solution du problème sous la forme 


D, = Cifitt — Or + iy V6: — a-*), 
YF; = D,fi(t — 0r — yVb-= — 0°), 


J'ig. 39. Passage au cas de la réflexion 
interne totale. 
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les constantes C;, D), se déterminent des conditions aux limites 
homogènes (8.17). Comparant (8.22) et (3.26). il est facile de remar- 
quer que C, et 1), s’obtiennent à partir de C'et D de (8.24) par 
simple abititution au radical Va? — 6: du radical —5/ 6 — a-*. 

On peut considérer exactement de la même façon le deuxième 
cas. où f = f, représente l4 valeur limite d’une fonction analytique 
dans le demi-plan y < 0. Les ondes réfléchies se décrivent alors à 
l’aide des potentiels 


D, = Cofolt — 6x — iyŸ0*—a-*), 


Vs = Defeit — 07 — yVb® — 6°), 
et pour obtenir C, et D, il convient également de remplacer dans 
(S.24) le radical Va-: — 6: par LE — aT*. 

Les solutions auxiliaires (8.26) et (5.27) permettent de donner 
une réponse dans le cas général. Les raisonnements s'appuient 
sur le fait qu’une fonction f(x) de variable réelle, admettant une 
dérivée seconde continue vérifiant l’inégalité 


[ef (x) < A, 
peut être présentée sous la forme 


JC) = Cfa) + fa), (8.28) 


où f(x) est la valeur limite d'une fonction de variable complexe, 
définie et analytique dans le demi-plan y =>0 et y admettant 
une dérivée première bornée, alors que f(x) est la valeur limite 
d'une fonction analytique dans le demi-plan y < Oet y admettant 
une dérivée première bornée *). Les conditions imposées à f(r) 
impliquent que sont bornées les fonctions f(x) et f(x), dérivées 
des valeurs limites des fonctions analytiques mentionnées. Dans 
l4 solution générale du problème concernant la réflexion d’une 
onde transversale 


D, =0, Y, = f(t — 6x + yŸb-: — 6:), 


où f est une fonction arbitraire pour b-! > 6 > a-!, décomposons 
Y, en deux termes à l’aide de (3.28) 


F=t EC — 6x + yo — 6) + 
[At — 6x + yfb=E = | (8.29) 


*) Qu'il en est ainsi découle de la construction des fonctions analytiques pour 
y > 0 et y < 0 d'après leurs parties réclles, identiques sur y — 0 et égales À f(x). 
Du principe de symétrie de Schwarz (cf. [88]) ressort que f(x) ct f.(x) sont des fonctions 
conjuguées. 
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et résolvons le problème pour chacun des termes séparément. Nous 
obtiendrons des formules décrivant le champ global des ondes 
incidente et réfléchies : 


Difité — Où + iyW0: — a?) + 


De 
+ Cafat — 0x — iyfO— a 5], (8.30) 


PE fitt — Où + pVbeE — 6) + ft — Où + y —6)] + 


+ LD ft — 02 — yVo-E—T) + 


+ Difolt — 07 — yo —6)] (8.31) 


Les constantes D, et D, ainsi que C, et C, étant conjuguées 
complexes, le résultat tiré de (8.30) et (8. 31) peut également 
s’écrire sous la forme 


® = Re{C,fi(t — 6x + iyWO — a-?)}, 


Y = Re(fi(t — O7 + yYb-*— 6) + (8.32) 
+ Difi(t — 0x — yVb-E— 6:);. 
On rencontre souvent dans les applications la fonction 
fitt — 07 + yb-2— 6?) — Aeivit-0r+5V8-3-6) (8.33) 
ou bien | 
f{t — 6x + yfb-2— 6) — À cos œft — Où + yŸb-? — 6). 
C’est le cas des oscillations stationnaires (de fréquence w); À est 


l'amplitude, Q(z, y, t) — t — 6x + yYb-= — 6, la phase. Dans ce 
cas le potentiel de l’onde réfléchie transver sale s’écrit : 


W, = Re{D,Aeïvt-0r-3V5-2-61)1, (8.34) 


Mais le coefficient D, de l’onde réfléchie transversale est en module 
égal à l’unité (cf. (8. 24), où D est égal à D, si l’on remplace 
Va — 62? par —if/a-* — 62) de sorte que l’amplitude des ondes 
réfléchies est égale à celle de l’onde incidente. Les énergies de 
l’une et de |’ autre sont, par conséquent, les mêmes, ce qui justifie 
le terme de réflexion interne totale. Calculant le potentiel de l’onde 
réfléchie longitudinale nous obtenons 


D = e-urV6-s"7 Re {C,eivl-0:1 (8.35) 
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1.c. les oscillations longitudinales s’amortiront avec l’accroissement 
de y (lorsqu'on s'éloigne de la frontière du demi-plan). 

Supposons maintenant que les perturbations longitudinale et 
transversale sont des ondes complexes et que la frontière est 
libre de contraintes. Choisissant pour les potentiels des fonctions 
complexes telles que leur dérivée s’annule à l'infini, nous obtenons 
des solutions dans lesquelles les déplacements tendent vers zéro 
à l'infini. Pour cette raison les ondes de ce type sont dites ondes 
de surface. 

Admettons que le potentiel longitudinal ® se donne par la 
formule 


D = fi(t — 0x + 2/6 — ay), (8.36) 


où 6 est un nombre réel, |6| =>b-1, f, une fonction de variable 
complexe qui représente la valeur limite d’une fonction analytique 
dans le demi-plan y > 0, avec |fi| << AI. 

Nous chercherons le potentiel Y sous la forme 


Y = Af(t — Ox + V6: — b-:y). (8.37) 

Portant ces expressions dans les conditions (S.17), nous obtenons 

[(A — 2202) + 2ib20V6* —b-"A] f''(t — 0x) = 0, (8.38) 
[—2:0) 67 — a-° + (b-° — 26°)A] f’(t — 6x) = 0. 


Ce système admet une solution différente de zéro lorsque son 
déterminant s’annule : 


À = b2[(20? — b-2)2 — 462) 07 — a-: V6 — Db-?] — 0. (8.39) 


L’équation (8.39) s’appelle équation de Rayleigh. On montre [144] 
que cette équation possède une racine réelle positive située dans 
l'intervalle b-! < 6 << © et une racine négative de même valeur 
absolue. Désignons la racine positive par c-! et portons celle-ci 
dans toutes les expressions à la place de 6. Rapportons les résul- 
tats définitifs 


(S.10) 


A = 7 2ic"1f ec"? — a ?(2c-? — b-2)-1 = 


— (202 — b-2)(+ 2ic-1V e-2 — Dh? )-1. 
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De même pour la fonction f, considérée comme la valeur limite 
d’une fonction analytique dans le demi-plan y < 0: 


D = A (FEV — a À ‘) 
: (8.41) 
V=f(trE-Wes-5v), 
où 
B = + 2ic-1Ÿ et — a-*(2c-2 — b-?)-1 — 
= (20? — b-2)(F 2ic-1Ÿ ce? — b-2 )-1, 


Si les fonctions f, et f. sont conjuguées, la demi-somme des 
solutions correspondantes est alors la fonction réelle cherchée : 


® = Re ts ( F <= +if et — a: s)} 
Y=Re tan (: . ET) |E 


Les ondes de ce type sont dites ondes de Rayleigh qui à décou- 
vert leur existence. 

J1 apparait. des formules (8.42) que toute l’image du mouvement 
se déplace le long de l'axe x à une vitesse c, tout en restant 
figée dans un repère concomitant ; c S ‘appelle vitesse de Kayléigh. 

2 Solutions homogènes. Etudions le cas où la fonction k(Q) de 
l'équation (8.3) est identiquement nulle. Si {(Q) # 0. «lors divi- 


(8.42) 


sant les deux membres de (8.3) par (Q) et notant m(Q)/{{(Q) = — 0 
nous obtenons n#*(Q)/1#(Q) — a-* — 6*, et l'équation (8.3) put 
étre écrite sous la forme 

t — Où + Va-?— 62y = 0. (S.43) 


Donc au lieu de f(Q) il faut maintenant écrire f(86). 
L’équation (8.43) se récrit sous la forme 


1 — 05 + Va-? — 6 n —0 (5 =< i=+). (8.44) 


Par conséquent, 0 est une fonction de deux :rguments seulement : 
£et n. Dans ce cas les solutions f(6) de l’équation (8.1) seront des 
fonctions des arguments E£, r, donc des fonctions homogènes de t, 
< et y de dimension Zéro. Comme on sait [141], les fonctions 
homogènes de dimension $ par rapport aux variables t, x, se 
définissent par l4 relation 


u(kt, kx, ky) = k‘u(t. r, y). 
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Les solutions correspondantes de l'équation d'onde seront dites 
solutions homogènes de dimension s. Ainsi donc, toute fonction 
f(0) deux fois différentiable (analytique, si elle est complexe) est 
solution de dimension zéro de l'équation d'onde (8.1) lorsque 8 
est solution de (8.43). Inversement, on montre [144] que chaque 
solution homogène de dimension zéro de l’équation d'onde peut 
s’écrire sous la forme # = f(0), où 6 est solution de l’équation 
(8.13). : 

Etudions plus en détail l’équation (3.44). Faisons passer dans 
le plan complexe de 6 une coupure le long de l’axe réel (—a”!, 
a-1) et fixons une branche du radical Ja-* — 6° par la condition 
Va- — 6? > 0 pour 6 — #b, où b > 0. Résolvant l’équation (8.44) 
par rapport à 0 nous trouvons 

Eire Et r) _ 

0 — a rs (8.49) 

Dans cette expression il convient de prendre, compte tenu de la 
branche choisie du radical Va? —6:, sa valeur arithmétique 
[1 — a-*(E* + n°)]/2. Sous cette condition l’équation (3.44) appli- 
que l’intérieur du disque Ë* + r° < a° sur le plan 6 coupé le long 
de (—a-t, a-1), Les parties supérieure (x > 0) et inférieure (r <0) 
de l’intérieur du disque €* + »° < a* s'appliquent respectivement 
sur le demi-plan inférieur et supérieur de 6. Le point £ — r = 0 
a pour image le point à l'infini sur le plan 6, et les segments 


NA ANTIIC 
| | | a | | | 
(-at)| |DI |ça-1) 
0=——C=jB8— A 0 
Fig. 41. Domaine de varia- Fig. 42. Points du plan com- 
tion des varinbles simi- plexe O0 présentant une cou- 
laires. pure. 


Nn=0 0<é<aet r =0, —a<Eë<O0O s'appliquent respec- 
tivement sur les demi-axes réels 0 > a! et 0 < a-!. Le cercle 
& + n° = a* a pour image la coupure (—a”i, a-!). La correspon- 
dance des points du disque £° + n° < a* et du plan 6 est montrée 
sur les figures 41 et 42. 

Soit f(8) une fonction analytique univoque sur le plan 0 
coupé le long de (—a-t, a-1). Choisissons la solution de l’équa- 
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tion (8.1) sous la forme « — Ref(6). Cette solution est définie à 
l’intérieur du disque £° + n° < «*. Montrons qu’on peut la pro- 
longer de façon continue sur &* + n° > a°. En effet, considérons à 
nouveau l'équation (8.36). Pour £&° + n° > a° sa solution s'écrit 


js mare ot. (8.46) 
+ Tr 


On voit que 0 admet des valeurs réelles pour £* + 1° > a°. Pour 
Ô = const l'équation (8.16) est celle d’une tangente au cercle 
€ + n° = a*. Le point de tangence partage la tangente en deux 
demi-tangentes : I, dirigée dans le sens antihoraire (son équation 
est l’équation (8.46) avec le signe « + » devant le radical) et II, 
dirigée dans le sens des aiguilles d’une montre (l’équation (8.16) 
avec le signe « — »). Ces demi-tangentes sont représentées respec- 
tivement sur les figures 43 et 44. Dans l’hypothèse que 6 garde 
sur celles-ci des valeurs constantes (égales aux valeurs en les 
points de tangence correspondants), l'extérieur du disque 2° +— »° > 
> a* s’applique bijectivement sur le segment (—a-!,.a-il) du 
plan 0 (puisque chaque demi-tangente, I ou II, s’applique en le 
point correspondant de cette coupure). Ainsi donc, on peut pro- 
longer la solution par continuité au-delà de la frontière £° + n° = 4° 
sur l'extérieur du disque ë* + »© > a°, en conservant la valeur de 
la solution # — Ref(6) constante le long des demi-tangentes I 
ou IT. Bien plus, si l’on décompose la solution « = Re f(6) en deux 


Fig. 43. Demi-tangentes diri- Fig. 44. Demi-tangentes diri- 
gées dans le sens antihoraire. gées dans le sens horaire. 


termes réels : w — u,(6) + (6), #,(6) étant le prolongement le 
long des demi-tangentes I et #.(8), celui le long des demi-tan- 
gentes IL, on obtient alors une nouvelle solution réelle de l’équa- 
tion (8.1), prolongée de façon continue sur l'extérieur du disque 
à travers sa frontière. On peut donc prolonger la solution d’une 
infinité de façons différentes tout en conservant sa continuité à 
la traversée du cercle. Dans les problèmes concrets le procédé de 
prolongement est suggéré par le mouvement du front d’onde. 
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L'analyse précédente se rapporte au cas où la solution est 
recherchée dans tout l’espace. Considérons maintenant le demi- 
espace 7 > 0. A l’intérieur du demi-disque &* + n° < 4&, n > 0 
nous prenons la solution 
de l’équation (8.1) sous la 
forme « — Ref(6). Cette 
solution s’annule sur un arc 
A4 B du demi-cercle (fig. 45). 
Dans nombre de cas | 
il s'avère plus commode 8, 0 RE 
d'obtenir le prolongement | 
univoque de la solution en Fig. 45. Domaine de l’état perturbé (en variables 
utilisant les demi-tangentes & et 7). 
au cercle I (pour & < 0) et II (pour & > 0). On voit qu’en dehors 
du domaine 4,14BB,01, Ia solution est identiquement nulle. 

Les équations (8.43) et (8.36) peuvent être posées non pas par 
rapport à 6 mais par rapport à une autre variable complexe = 
liée à 6 par une relation fonctionnelle. Indiquons une relation 
commode de ce genre. Soit 


6 — z( “ #1] (8.47) 


Dans ce cas le plan 6 à coupure (—a-!. a-!) se transforme en un 
disque ::} < 1. Avec un tel choix de la branche du radical on « 


l'égalité 
fase = À (- - ra | (8.48) 


(S.36) s'ecrira alors 


Le En AS PTE = 
1 (s++)s+ -)" M 


2e . 1 ,= À Se 
er on a | (S.49) 


ou bien 


Récrivons (8.49) dans un repère polaire : 
pe-#vz® — 22a + per — 0. 
La solution évidente de cette équation est z = re, où r se déter- 
mine de l'équation quadratique et est égal à 
T — — 
a + } a° — p* 

Ainsi, à chaque point du disque £° + x* < a* correspond un 
point du disque unité dans le plan : Les formules (8.17), 
(8.19) sont particulièrement commodes pour la considération des 
problèmes dynamiques relatifs à des domaines en forme de coins. 
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Notons qu’à la traversée du cercle £? + 1° — a°, les solutions 
qui sont elles-mêmes continues peuvent admettre des disconti- 
puités de leurs dérivées normales. Bien plus, quoique à l’intérieur 
du disque £* + n° < a ces solutions soient continues avec toutes 
leurs dérivées (f(0) étant analytique), en dehors du disque non seule- 
ment les dérivées, mais aussi les solutions peuvent subir des sauts, 
même infinis. Ce fait est facile à comprendre si l’on remarque que 
les cercles 


et les tangentes à ceux-ci 
t— 6x Va-*— 6y—0 (8 = const, —a-1 < 8 < a”) 

sont les sections des surfaces Caractéristiques par des plans 
t — const dans l’espace :r, y, t. Rappelons que les surfaces carac- 
téristiques de l’équation d’onde bidimensionnelle dans l’espace 
x, Y, t sont des cônes d’axes parallèles à l’axe t et les plans qui 
leur sont tangents (cf. par exemple [152]). 

Les principales idées d’application de la théorie des fonctions 
de la variable complexe à la résolution de l’équation d'onde (S.1} 
que nous avons exposées sont largement utilisées dans les problè- 
mes de propagation des oscillations, lorsque l’on x à résoudre une 
équation d’onde ou un système d’équations d’onde. 


$ 9. Problème dynamique similaire à symétrie axiale 
pour le demi-espace avec des eonditions aux limites 
mobiles mixtes 


Nous allons exposer une classe de problèmes dynamiques simi- 
kures aux conditions aux limites mixtes relatifs au denmi-espace *} 


[98]. Il sera supposé que sur toute la surface : — 0 sont réalisées 
les conditions suivantes 
7:09 (7, 0, €) = =,.(r, 0, t) — 0 (9.1} 


et qu'en outre sur une partie de la frontière sont données les con- 
traintes c.(r/t) et sur l’autre les vitesses v.(r/t). La courbe de 
séparation des conditions aux limites est un cercle se déplaçant 
à une vitesse constante r. Dans ce cas le problème est similaire et 
a symétrie axiale, les contraintes et les vitesses s'avèrent être des 
fonctions homogènes de dimension zéro. 

Pour résoudre le problème à symétrie axiale formulé nous 
utilisons les formules (5.66), ch. III, établissant le lien entre les 
solutions des problèmes à symétrie axiale et des problèmes plans. 


*) Avec des conditions d'un certain type le problème s’avére équivalent au 
probléme concernant l’élargissement dans l’espace d’une coupure circulaire. 
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Puisque les contraintes et les vitesses sont homogènes, nous choi- 
sirons la solution plane sous la forme déterminée par la méthode 
des solutions fonctionnellement invariantes. 

I1 découle de ce qui vient d’être dit que la solution peut être 
recherchée sous la forme 


Dipr(r' £) {) —= Re Var 0.) | 61 0 odo, 


A AE 


Tips St) = Re Vu 0,)do, 


TurAr, 2) = Re À Lur:(0x) COS 9 do, 


Gue(rs = t) — Re \ Lu(0x) do, 


LL. d 
. 


où l’indice 4 prend respectivement les valeurs 1 ou 2 pour les com- 
posantes longitudinale et transversale des déplacements et pour 
les contraintes qu’elles déterminent, 6, est donné par la formule 
air cos © + is} aff — r cos — = 
0, — ir cos @ + ic} aÿ cos* ç | (9.3) 
ag(r° cos @ + =) 


qui n’est autre que l'écriture des équations (8.14”) et (S.14”) en 
coordonnées polaires, où l’on 4 remplacé d'autre part } par —: 
(dans le cas spatial à symétrie axiale le rôle de l'axe Ÿ joue 
l’axe z avec le signe contraire). «&. (k — 1,2) sont les vitesses des 
ondes longitudinale et transversale. 

Les représentations (9.2) sont déduites du fait que les déplace- 
ments et les vitesses dans le problème plan peuvent être représen- 
tés à l’aide de fonctions analytiques sous la forme 

TayX, 21) = Re V6): 
SX; 2) t) = Re DENT | 0,.). 


Les fonctions introduites plus haut sont analytiques dans le 
demi-plan : > 0 (Im 0, = 0). Prolongeons-les dans le demi-plan 
inférieur = << 0 (Im 6, << 0) de la manière suivante : 

Pauy(0r) 7 V0): Luty( 0x) … Erey(0e)- (9.5) 


La condition de nullité des contraintes tangentielles (9.1) 
implique 


(9.4) 


rxUX, 0, t) = 0. (9.6) 
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Suivant [55], rapportons les relations entre les fonctions 
analytiques introduites plus haut sur le plan z = 0. Remarquons 
que dans ce cas 80 = 0, = 6, = {/x. Dans nos raisonnements nous 
utiliserons la condition aux limites (9.6), ainsi que les relations 
(5.53) et (5.54) du chapitre III et les relations reliant les défor- 
mations et les contraintes avec les déplacements. À l’aide de la 
fonction auxiliaire 


FA 6) = FA 6) + Foe:(0), (9.5) 
les fonctions qui nous intéressent s’expriment de la façon suivante : 
” - (1 — a30°) …, 
L 1x (8) 2 Vars — 6 L :(6). 


Vix(0) = —2ai0Vaz* — 0:1:(6), 


148) =(1—240)F{0), V8) = 200740) os) 
Eir:(0) = — Er.(0) = —210(1 — 2a50°)1 (0), … 
4ua%(6® — 0,5a7°} 
Ci.(8) = — ———— | 6); 
Var? _ 0: 
S:(8) — —4uai0Ÿa;® — 0:T7:(0), 


où le cran désigne la différentiation par rapport à l’argument. 
Les relations (9.2) et (9.8) ne concernent que celles des composan- 
tes des vitesses et des contraintes qui figurent dans les conditions 
aux limites. On tire de (9.8) la relation 


Aa R(0°) 
Z:(0) — 5,.(6) ie E,.(0) Var? — 0: 


Ici R(6:°) est la fonction de Rayleigh (8.39). 

Rapportons également les expressions des accélérations 
&.(r, 2,1) et des vitesses des contraintes G.(r,2:.1) pour : = 0, 
qu’on tire de (9.2). soient 


T'(6). (9.9) 


gi (9.10) 
ë{r, 0, t) = Re \ =1(6)—<2— 


Ici le point désigne la différentiation par rapport au temps. La 
parité de la fonction V.(8) nous permet de passer au nouvel 
argument v = 6°. Introduisons la fonction 


F(v) = V,(6). (9.11) 
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Les relations (9.10) s’écrivent alors sous la forme 


— 6.(r, 0, chine = 


Vanne 


(9.12) 


/ 
Fu — 


— &.(r, 0,1) = nue ROLE 


Fig. 46. Contour 1. 


Ici sont introduites les notations G(v) — Z.(8), v, = t*/r*, le 
contour L, est montré sur 14 figure 46. On a 


Gi = — R(v)F(v). (9.13) 


405 
Var v 
Afin de déterminer d’une façon univoque les radicaux Ÿv — v,; 
Var? — v, Vas? — », nous allons couper, par la pensée, le plan » 
le Jong du demi-axe réel respectivement à partir des points vs. 
a;°, a; * jusqu’à l'infini, et nous exigeons que pour » — 0 le pre- 
mier radical soit égal à iVv et le second et le troisième soient 
positifs. 


Pour les vitesses v.(r, 0.1) et les contraintes c,(r, 0.t) nous 
obtenons de (9.2) les expressions 


F(v) & 
(0.1) = | 2 EN —— 
v.(r, 0. ) Vol e| Teen ’ 


l, 


o,(r, 0, 1) — ere] 0e. 


| y — Vo 


(9.14) 


1, 


Les conditions initiales nulles seront vérifiées si les fonctions 
F(v) et G(v) sont régulières pour Re v < aïr°, et le point v = 0 


n’est pas pôle des expressions sous l’intégrale dans (9.14). Aussi 
admettons-nous 


F(») — \ras, G(+) = \G'(v)d». (9.15) 


AS ni 
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L'intégration dans ces formules est étendue aux contours situés 
du même côté de l’axe réel que le point v. Les expressions (9.12) 
à (9.15) obtenues dans [55] servent à déterminer la fonction 
F"(v). 

Pour plus de précision, concrétisons l1 forme des conditions 
aux limites de la manière suivante. Posons 


o.(r, 0,1) — a[©) (0 & r < rt), 
(9.16) 
T(r, 0, t) = r° () (tr! <7r < oo). 


Il est commode de passer à la variable v, = fr du problème 
similaire. Introduisons les nouvelles notations 


r r 


— 2 (+) (07* < 9 < 00), 


g( Vo) : 
(9.17) 
(vo) = ms v£ (5) (0 Lv,<v-*). 


La première des conditions aux limites (9.17) s’écrit 
g(vo) = —4uaë Be AS " 
Var: _ vf v — V% 
lu 


+ R(v)E(v) du “ \ R(v)£(v) ds L, (9.18) 


ar? — vYv — V | ar — vfv — V 


Ve l,, . 
EAN 


où L,,, ll, Sont trois éléments du contour {, (cf. fig. 46). 
Admettons que pour v — oo 

£"(v) = o(v”t). (9.19) 
En vertu de cette restriction, les contraintes ne peuvent pas être 
illimitées à l’origine des coordonnées. Alors l’intégrale étendue au 
contour {,, dans (9.18) s'annule. Désignant par Fi v et F?(v) les 
valeurs limites de la fonction F"”(v) d’en haut et d'en bas sur l’axe 
réel et compte tenu de R,(v) — R_(v) = lv) nous récrivons 
(9.13) comme: 


(ee) 


9(Vo) = tuaë | 


ve 


R(v){im FL (9) — Im F4 (v)l dv 


Vv _ ac Uv _— V% 


(9.20) 
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Considérant (9.20) comme une équation d’Abel, nous pouvons 
l'inverser. Il vient 
©œ 


_— 1 d g(Vo) dvo (9 21) 
7 dv | 


ee 


4ua$R(v)[Im F? (v) — Im F° (v)] 


Vv— ax? 


(07° << v <'oo, 77° < vy < CO). 


L'intégrale impropre du second membre converge si g(%) = 
— 0(v;'*), ce qui à toujours lieu sous la condition (9.19). 


Fig. 47. Contour {, après transformation. 


Considérons la deuxième condition (9.17). Transformons le 
contour !, comme montré sur la figure 47. Mettant à profit 
lanalrticité de la fonction F’(v) pour v < aï;*, on montre que la 
deuxième condition conduit à la relation 


nn C F'(v)dv _— CT Fov _ 
NE vo —v Vos 


v 
" ImF’() — ImF!(1) 


— —— d 9.22 
= (9.22) 
ar ° 
Inversant cette égalité, on trouve 
Vr. (jy = — 14 | o)dn 9.23 
ImF;(v) — ImF'(v) ÉrE Vans (9.23) 
a[° 


(ar <v, vo < T7). 
Sur —0o0 < v < ar° la fonction F’(v) est analytique. Aussi a-t-on 
l'égalité 
4(v) —F'(v) =0 (—oo < v < aïr°). (9.24) 
Compte tenu de (10.5), 
F(v) = F'(F). (9.25) 
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En vertu de(9.17),(9.19)et (9.24) on peut donc passer au problème 
de Riemann pour la fonction analytique F"(v) : 


F*(v) — EF (9) = g(v), (9.26) 
0 (— 00 < v < ar°), 


(ar* < v < 07°), 


d \ [(vo)dvn 


Vvo — v 


JÉR \ Ie. (pr < v < co). 


4ruasR(v) dy Ÿ vo — v 


v 


Nous allons considérer une position plus générale qu’au $1, 
ch. I, du problème de Riemann pour le cas de coefficients dis- 
continus, en admettant la présence aux points a;°, v-? de singu- 
larités du type de la fonction à. Notons qu’à l’infini il ne peut pas 
y avoir de singularités en vertu de la condition (9.19). On peut 
montrer également que l'existence d’un pôle au point a;? condui- 
rait à des contraintes illimitées sur le front de l’onde longitudi- 
nale, ce cas sera donc exclu de même. La solution générale du pro- 
blème de Riemann (9.26) peut être présentée sous la forme (4, 
sont des constantes) 


2ri T7 —9v 10 — 0°} 


F(v) = — \ OS (9.27) 
—- 

on y remarque les termes tenant compte d’une singularité éven- 
tuelle au point v-*. 

L'intégrale dans (9.27) n’assure pas à elle seule la vérifica- 
tion de la condition (9.19) puisque pour v—> co elle tend vers 
zéro comme l/v. Il faut donc choisir de façon appropriée la 
constante A.,. L’ordre du pôle m et les autres constantes À, 
(j # 1) sont trouvés à partir des conditions supplémentaires sur 
la ligne de changement des conditions aux limites. 

Le cas où sur une partie de la frontière r << vtt sont données 
les vitesses v.(r, 0, t) et sur la partie wt < r < co, les contraintes 
cr, 0,1), est considéré d’une manière analogue et conduit à un 
problème du type (9.26) pour la fonction G’(v). Cette situation est 
caractéristique pour les problèmes dynamiques d’enfoncement 
d’étampes coniques indéformables dans le demi-espace élastique. 

Considérons à titre d'exemple le problème de propagation d’une 
fissure sous une charge constante. Dans ce cas g(v) = f(vo) = 0, 
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de sorte que dans (9.27) ne se conserve que la somme > _—. . 

j=1 V — 

Les considérations suivantes permettront de concrétiser cette 

somme. Exigeons que la contrainte co, croisse comme à-1/2(8 — 
— |r — vt| = 0). La dérivée 6, doit alors croitre comme Ô-%/=°, ce 

qui n’est possible que pour n — 2. Ainsi 


DNS 
() (v — 073)° 


Par conséquent, 
F(v) — ——- (9.29) 
— ŸV 
Représentons l’expression de la ee G(v) sous une forme modi- 
fiée (en transformant le contour d'intégration) 


G(\) = (ca = \ G'(v)dv + \ G'(v)dv = 


OOv 
—œ 


= — quai) | Or as + | SOS | 11 + GA). 
Vo-= Vo — y 
0 Cov 

(9.30) 

Il ressort de (9.9) que v, s’annule effectivement pour r = ti. 

De l'expression de G,(v) dans (9.30) on déduit que cette fonction 

change de signe à la traversée de la coupure de 7° à co. De 

ce fait l’intégrale prise de celle-ci dans là seconde formule (9.14) 

disparait et nous obtenons l'expression des contraintes oc. sous la 
forme 


= (| 1 Vo = —2M (:—0, r<vt). (9.31) 
Wv—v 


L, 


D'autre part ©. = ©° (2 — 0, r << vt), ce qui conduit à une 
expression explicite de la constante 
© 


tree 
Oz —= &4 : (0-2 + vY a+ v 


Rapportons également l'expression de v, pour z = 9, r < tv: 
DS At 
GE — "ul 9.33 
(2 TE (9.33) 
Intégrant celle-ci nous obtenons l’expression des déplacements 
auxquels sont soumis les bords de la coupure 


u, = —27rAvot: — r°. (9.34) 


dv. (9.32) 


CHAPITRE VI 


REPRÉSENTATIONS INTÉGRALES 
ET TRANSFORMATIONS INTÉGRALES 


$ 1. Problèmes de l’élastieité pour une bande et une couche 


Considérons le problème plan pour une bande, i.e. pour le domai- 
ne —o0 < x< oo, |y|<a [156]. Sont à déterminer dans ce domaine les 
contraintes c;, Gy Try Vérifiant les équations d'équilibre (4.4), ch. III : 

Se + ss 2 0, Pr 0 
êz €y CE oy 
les équations de Beltrami-Mitchell (4.7), ch. III : 
A(o> + Oy) = 0 
et admettant sur la frontière des valeurs données 
OT Yhly=sa = f(T), Tant Y)ly=se = + JT). (1.1) 
Introduisons la condition 


\ g(x) dx = 0, (1.2) 
— © 
équivalente à la condition voulant que les contraintes s’annulent 
à l’infini et dont la nécessité découle des considérations mathéma- 
tiques dont il sera question dans la suite. Ici pour plus de simpli- 
cité x est l’axe de symétrie pour les conditions aux limites. 
Nous considérerons au lieu des composantes des contraintes 


GT: Y), GT Y) € Try Ts Y) leurs transformées de Fourier ©,(à, y), 
523 9) et Ty À Y) : 


Ge(à5 Y) = = \ A, Y)e°* dx, 
= 1 
FR 9) = \ cz, y) ee à, 
1 
Talk Y) = VA | Ta(T, Y) ee dx 
-©œ 
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et aussi les transformées de Fourier j{A) et g(A) des fonctions 
f(x) et g(x) : 


JA) = rs \ ex dx, (À = \ g(x) e‘* dx. 


On suppose naturellement que toutes les transformées de Fourier 
introduites existent (en ce qui concerne les fonctions f(z) et g(x), 
ceci est nécessaire). | 

Etablissons maintenant pour les transformées les équations 
analogues aux équations (4.4) et (4.7), ch. IIT. Appliquant l’opé- 
rateur de Fourier à tous les termes de la première des équations 
(4.4) par exemple, nous obtenons 


_— AFIEL y) e'xz dx ss 
V2 éz 
= re Lee À — \ cat, Y)(EÀ) es az | = — 10 (À, y). 
e — © 


Le deuxième terme se trouve d'emblée puisque dans le cas consi- 
déré la différentiation par rapport à x est celle par rapport au 


paramètre : 
09 œ 
1 CTxy(x, y) PE 1 € {Az —) 
——— ET x = — — — x, v)e = dr = 7, (À 
V2 \ eu V= à XL Ÿ) xp (A Y), 
— œ © 


où le cran désigne une différentiation par rapport à y. 
Ainsi là première des équations (4.4) devient 
— iX6, + TaylÀ y) = 0. (13) 
D'une façon analogue (c’est-à-dire en partant du fait que la trans- 
formée de la dérivée par rapport à y est la dérivée, également 
par rapport à y, de la transformée, et la transformée de la dérivée 
par rapport à x est la transformée de la fonction initiale multi- 
pliée par — iA), nous obtenons les équations correspondant à la 
deuxième équation (4.4) et à l’équation (4.7) 
— Ty + Sy = 0, (1.4) 


(Gr + 8)" — 248, + Sy) = 0. (1.5) 
Ainsi, le srstème d’équations à dérivées partielles s’est ramené au 
système (1.3) à (1.5) d’équations différentielles ordinaires (la va- 
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riable y joue le rôle de paramètre), qu’il faut résoudre pour les 
conditions aux limites 
GA, Ha)=f{A), Tu, + a) = g0). (1.6) 


Eliminant du système (1.3) à (1.5) les fonctions 6, et T,,. nous 
obtenons une équation unique du quatrième ordre 


GIV — 912060 M6, = 0. (1.7) 

Au lieu de 12 seconde condition (1.6) nous avons maintenant 
GA, + a) = g(X). (LS) 

La solution générale du système (1.3) à (1.5) est de la forme 
G(À, y) = A(à)chày + B(A)Ayshày, (1.9) 


où A(A) et B(A) sont des fonctions arbitraires qu’on détermine des 
conditions (1.6) et (1.8) : 


AG) = 2 —Î@ch + sh) jinsha 
rh | (1.10) 
PO)=9- TORRES, io) | 


Rapportons en outre les expressions des transformées &,(à, y) et 
Tes Ÿ) : 


G,= — AchAy + B(Ay shAy + 2ch2y), (1.11) 
Ta = À sh y + B(àych2y + sh 27). (1.12) 


Les contraintes cherchées se trouvent par transformation inverse. 
Attirons l’attention sur la circonstance suivante : pour 
À = 0, le coefficient B—co et les inrégrales des originaux 
divergent. La condition nécessaire pour que le coefficient B soit 
borné est l’égalité g(0) — 0 qui découle de la condition (1.2) : 


ÿ(0) = \ g(x) dr. 


Pour calculer effectivement les fonctions d’après les transfor- 
mées (1.10) à (1.12) on à besoin de connaitre les zéros de la 
fonction sh 21 + 2u figurant au dénominateur des expressions 
(1.10); ceci étant indispensable pour le calcul des intégrales à 
l’aide de la théorie des résidus. 

L’appareil de la transformation de Fourier d’une fonction de 
deux variables ((4.17), ch. I) permet d’étendre l’approche exposée 
au problème de l’élasticité relatif à une couche [99]. Supposons 
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que le milieu élastique occupe le domaine — co < x, y < co, 
|z] < À. Pour plus de simplicité, le plan z — 0 sera plan de symé- 
trie pour la solution. Les conditions aux limites sur les faces 
supérieure et inférieure de la couche s’écrivent 


GT, Ys 2)lenin = (2 9), (1.13) 
TNT Vs 2) [msn = + g\(æ; Y) 
Ty Le Yo Z)lensa = JT, Y). 


Pour pouvoir appliquer la méthode exposée on doit exiger la 
vérification des égalités | 


(1.14) 


| Vatanaray = | (otsn aa 0 (5 

Nous partirons des équations de Beltrami-Mitchell (4.11), (4.16), 
(4.17), ch. IT: 

1 50 


Ac. = 0 
RU oz É 

1 70 
A=.. = 0 
TE êx 27 d 

1 EL 2) 
A. = 0 
a , 


ainsi que de l’équation (4.6), ch. II : 
A(O) = 0. 


Appliquant l’opérateur de Fourier (en x et en y) nous arrivons 
à des équations différentielles ordinaires pour les transformées : 


d°6: 0 1 dO 
ee, 
À 1+0o d:° 
d°T,: PAL Pr iÂz do 
—"< — OT = — —<©— —, 
d== se 1+c d: (1:16) 
CT / ily  dO 
— rs —_— LU 
2 LS 1+0o dz 
d’'© 2 
ENS ns 20 > (2 — (À, y) " — FA |). 
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La solution générale de ce système, paire en 2, est de la forme 


_ AY: 
6. = 2A.ch-< — : 7=_ sh -2, 
+ G 


— Arz A ” 
Tu = — 24,shye — ES che, (1.17) 
1+0c 

_— tAyz A 
Ty = 2A, sh + — . ch Vs 
7 GC 


où À, 4,, À, et À, sont des fonctions des paramètres À,, À 
liées entre elles par la relation 


A = TO (4 — GA, — A). (1.18) 


LA 


Soient f, 9, et g. les transformées de Fourier des conditions 
aux limites f(x, y), g.(x, y) et g.(x, y). Egalant leurs valeurs aux 
seconds membres de (1.17) nous obtenons un système permettant 
de déterminer les fonctions À, À,, A, et À. Rapportons la 
solution de ce système 


A = ES Cfsh yh + = (de 91 + Due) Ch y], 


1 À Üd,r HA 
4 = Hg ne hr 
2 sh yh 91 2(1 + 6) co 

l = y RA 
A, = — — Jo — —"——— cth 7h 

: 2 shyh T2 2(1 + 9) si (1.19) 
1 
= FL eee 


*  2chyh 2(1 + 0) 
A, = (sh 27h + 2vh). 


Il convient de remarquer que la reconstitution des contraintes 
d’après (. 17) et (1.19) qui se ramène au calcul d’intégrales qua- 
druples n’est possible que sous les conditions (1.15) (dans le cas 
contraire les intégrales divergent). 

Le plan z — 0 étant un plan de symétrie, les formules (1.1), 
(1.19) donnent la solution du problème pour une couche d’épais- 
seur À, sur la face inférieure z — 0 de laquelle les contraintes tan- 
gentielles et la composante normale des déplacements sont nulles 
(en d’autres termes, la couche élastique repose sans adhérence sur 


$ 1] PROBLÈMES DE L'ÉLASTICITÉ POUR UNE BANDE 137 


une base solide). Envisageons le cas où les valeurs frontières des 
contraintes tangentielles s’annulent [86]. Rapportons l'expression 
du déplacement w : 


Cr) _|,pchyAshyz — yzchyzsh y 
pr: | Errih çh Sn y 2 Ch 2 sh yh + 
— CO — 


FER (: = Ed sb +2 sh | er TA, A, (1.20) 
G 


où 
1 a — A s+2,r 
QU y) = — ee \ \ [os ln € il PE x dy. 


Utilisons les formules (1.20) pour résoudre le problème suivant : 
une étampe solide s'applique sans adhérence sur l’aire Q de la 
face extérieure d’une couche élastique, les contraintes en dehors 
de Q étant nulles. On cherche la pression de contact f(x, y). 

Changeant dans (1.20) l’ordre d’intégration nous obtenons 
l'équation intégrale 


? ? ? ’ ’ ui] G_ 
\ K(xz— x',y —y',h) f(x", y") dx dy = 27° — 4. F(x, y), (1.21) 
{2 
où 
KH(z— zx, y—y,h) — 
” sh®yh LA (x 27)+ À, (7-9) 
\ 7(2yh + sh 2yh) . Ge dy, 


F(z, y) est l’équation de la surface de l'étampe (compte tenu des 
constantes définissant son déplacement de solide). 

On propose dans [3] un procédé de résolution de cette équa- 
tion qui s’avère efficace pour À > d'; (V2, où d est le diamètre 
du domaine Q (la fonction f(x, 7) est recherchée sous forme de 
développement en série suivant les puissances de 1/}). 

Envisageons maintenant un problème mixte de l’élasticité 
relatif à une bande {%]. Nous partirons des conditions aux 
limites 

o°u eu 


CT EU |, ia ET | ta 


D = + Toys — OO <T< 0. 
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Introduisons en considération la solution particulière de l’équa- 
tion d’Airy dans la bande 
_2K (sin ma + ma cos ma) cos my “+ my sin Ma sin MY mr 
(z 9) = 2ma + sin 2ma S 


(k, m sont des constantes). Cette solution vérifie pour y = + «a 
les conditions aux limites 


4K sin* ma 
EL d ” d T m  2ma + sin 2ma G ) 


La fonction d’Airy du problème posé sera recherchée sous forme 
d’une intégrale [22], en supposant désormais À une fonction 
de ma 
(0—}), +1 
u(z, 9) = \ du, ÿ, M) dm (1.24) 


— 100 


(en écrivant 0— nous voulons dire que l’origine des coordonnées 
est contournée à gauche). 

L'intégrale (1.24) sera supposée uniformément convergente 
dans la bande considérée avec toutes ses dérivées par rapport à 
æ et y jusqu’au quatrième ordre. Nous aurons alors un problème 
aux limites avec les conditions suivantes : 

(0—), +100 (0—-), +io0 


Oy = — \ K(u)ew du, Ev— +4 


100 100 


K(&) _sinu eut du, 
& 2u+sin2u 


où l’on à noté ma = u et x = aË. 

Ainsi, le problème posé se ramène à la détermination de Ia 
fonction K{(u). 

En vertu de la deuxième condition Œ 22) la fonction K{u) 
doit être régulière dans le demi-plan Rep < 0, sauf peut-être au 
point u — 0, et satisfaire les conditions du lemme de Jordan 
(S 4, ch. I). De façon analogue, la troisième condition (1.22) veut 
que la fonction 4) — SE vérifie les mêmes conditions, mais 

u  2u + sin2u 
déjà _ le derni-plan . u > 0 et admette au point u — 0 


n'U 
Les conditions formulées seront satisfaites si la fonction Æ{u) 
admet comme zéros les zéros du dénominateur 2u + sin 2u à 
partie réelle positive. En même temps Æ{u) peut admettre des 
pôles doubles aux points u = 7n (n = 1,2,...). 
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Procédons à la construction explicite de la fonction Æ{u). 
Notons a, les racines de l’équation 2u + sin 2u, elles sont évi- 
demment symétriques et conjuguées. On montre [22] que la fonc- 
tion Æ{1) est représentable par des produits infinis 


(tous les a, possèdent évidemment une partie réelle positive). 
En dernier lieu ramenons la représentation de la fonction 
d’Airy u(E ,n) obtenue au moyen de (1.26) 
(0—), +100 
do Er \ Q(u)(sin u + = H) cos un +unsinusinun Leg, 
Ti HŸ(2u + sin2u) 


(z = aËë, y—=an) 


à une forme plus commode pour les calculs et l’analyse. Utilisons 
pour cela le développement en série de Laurent de la fonction 
sous l'intégrale (sans le facteur e#*). Nous avons 


où 
it 1 2 oi AE | 1 2 
a=$(isi 2) p-ÿ(tt 2) 
Aiète =) 2\z æ 1 
Posons u = + 2 sur le demi-axe supérieur et = — 1tsur le 
demi-axe inférieur. Nous obtenons en définitive 
œ 
| sh hin — I ce) L°*S 
Pi \{< (+ tchOehig = tps ImfOGOU 
Cr 21 + sh21 os 


0 


_ sinté de | dt Le ie + 4°/2—1/3), Eë230, (1.27) 


# — Ev, a(E?/2+AEË), E<0. 
Dans [5] il est montré également que la représentation (1.27) 


vérifie toutes les conditions à l’infini et permet de se faire une 


idée du comportement de la solution aux points de changement 
des conditions aux limites. 
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Exposons encore un procédé de résolution des problèmes mix- 
tes pour une bande quand sur l’un de ses côtés sont données 
des conditions aux limites d’un type et sur l’autre on « un point 
de changement des conditions aux limites [47]. On pose le problè- 
me de 14 flexion d’une plaque en forme d’une bande. Supposons 
que la bande occupe le domaine | 


0O<yY<1, — 00 < x < co (1.28) 


et que le côté y = Lest appuyé. Dans ce ca la flèche w vérifie 
les conditions 


=? =0; (1.29) 


Sur le côté y — 0 par contre on à des conditions de type mixte 
(appui et encastrement) : 
2 
w=2—0 pour æ < 0, 
ôy° 


(1.30) 


vw 


0, = = 9(x) pour x >0. 
cy 


Introduisons en considération le moment fléchissant m(zx) sur le 
demi-axe æ > 0, qui est une grandeur inconnue. 

Comme au début du paragraphe passons à la transformée de 
Fourier directement pour la flèche w. Admettons que la fonction 
w(x, y)e-BE(A— ax + iB) est sommable sur l’axe — © < x < co 
pour a < B < a.. 

Des conditions aux limites nous tirons 


— 0 pour y = 1, 
(1.31) 
= — M,(7) pour y = 0. 


M,(A) désigne la transformée de m(x). Si la fonction m(xz)e-Ê* est 
sommable sur le demi-axe (0. co) pour tous les B > a,, la fonction 
M ,(à) est alors régulière dans le demi-plan Im } > a. 

La représentation de la transformée vérifiant les conditions aux 
limites obtenues est la suivante 


= M,(À 2: - 
W(X, y) = — [— (1 + ysin à) sin À Ay + 


+ y sin ÀÀ cos LA cos RAY]. (1.32) 
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La dérivée rs pour y = 0 s’avère égale à 


sin ÀX cos ÀX — À 


À ; 
M. ) 22 sin h°À ( En 
Passant à l'original, nous obtenons 
$a + 00 
dw 1 sin ÀhÀ cos hAÀ — À 
—| —=—— M, ———— €" "x 7, .3: 
8 |,-o V2 \ +) 2x sin À®X 9) 


Ici a <a<a.. 
Introduisons les fonctions o,(À) et o_(À): 


P+(A) — A p(x)e* dx, 


0 
0 


JG = \ pla) es dx. 


(À) est connue, 6_ (À) est à déterminer. Ces fonctions sont analyti- 
ques respectivement dans les demi-plans Im}>a, et Im < a. 
On a évidemment l'égalité 


ca + 00 
ILNAH(MDet= |) — 
| LL. 
3a+ 00 18 +00 
= 4)= \ p+Qe 2e an + | o(Ne-d  (135) 
où 


1 sin ÀX cos RÀ — À 
V2 22 sin H°àÀ 


Les résultats obtenus dans [154] permettent d’affirmer que 
2x M,( H('e-% de — o4(ù) = p-(). (1.36) 


Les termes de cette égalité sont analytiques dans le demi-plan 
Im À < a. Comme il apparaît de la formule (1.72) du chapitre I, 
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la construction effective de la solution du problème étudié est 
encombrante. Aussi propose-t-on de simplifier le problème en subs- 
tituant à la fonction H{(A) une fonction approchée pour laquelle 
le problème de factorisation se résout sous forme explicite. Dans 
l’ouvrage cité on propose deux approximations 


A A XM+CX+D 
H* À et H*{Q)=—— ———— 
(A) = mr VX + B° @ V2r VX + Bi XM+EX+D 


Dans le premier cas les constantes À et B sont tirées des 
conditions d'égalité des fonctions H et H* aux points À = 0 et 
À = ©, ce qui donne À = 1/2 et B — 3/2. L’erreur ne dépasse 
pas alors 10 %. Pour une approximation plus exacte on utilise 
la fonction H**(A) avec les mêmes valeurs de À et B. (La struc- 
ture de l’expression de H**(}) montre que le facteur en x est 
égal à l’unité pour À = 0 et À = co.) Avec C — 6,9, D = 20 et 
E = 5,4 l’erreur n’excède pas 0,7 %. 

Représentons la fonction H**{À) sous la forme 


1 A QA—a—iBa—-a+iBNa+a—iBMA+a+is). 
Var Vi+iBVi-iB (A—u— iv) — pp + ivX{X + u — iv)(X + u + iv) 
(1.37) 


Les racines sont prises dans le plan complexe présentant des cou- 
pures de — :B à —10c0 et de 1B à 100. Toutes les valeurs de «, 
B, u et v sont positives. 

Poe (x) = const pour x > 0. Dans ce cas o,(À) — 


= x 
La solution se construit alors sous forme explicite 
(A —um+iv)( + u + iv) 
—— — | — iB B —=— : 
M,(1) = a —} iB V\+iE a (1.38) 


OO à V—iB (—a—iBXA+a—is) 
?-(A) E +14 (À — pp — iv)(ÀA + u — iv) | (1.59) 


$ 2. Coin. Paradoxe de Carothers 
Supposons que le milieu élastique occupe un domaine en forme 


de coin. En coordonnées polaires (r, 0) la fonction d’Airy U de 
(4.20), ch. III, doit vérifier l’équation 


FE FE ES Ju=e. (2.1) 
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Les composantes du tenseur des contraintes sont liées à la fonc- 
tion d’Airy par les relations 


1 aU 1 CHE 
Lt: èr . 26° 
r 
(2.2) 
le] — FU 
0 3e? . 


Soit l’angle d'ouverture du coin 2x (— « _ 9 < we Les faces du 
coin seront supposées soumises aux contraintes 


Ge = Jf(r), Tr0 — gi(r) (0 — œ); (2.3) 
Ge —=Ja(r), tre — Qefr) (0 — — x). 
Les restrictions à imposer aux conditions aux limites seront 
précisées plus bas. 
Pour résoudre le problème aux limites posé nous appliquons 
la transformation de Mellin (4.31), ch. I, c’est-à-dire que nous 
passons de la fonction cherchée U(r, 8) à sa transformée U(?, 8) : 


U(D, 8) — |: U(r, 6) dr. (2.4) 


0 
Supposons ensuite la fonction U telle que les expressions 


pre _. (n = 0, 1,2,3), 


PT (n=1,2, HT 

90" èr 962 
tendent vers zéro lorsque r tend vers l'infini. Appliquant à (2.4) 
la formule d'intégration par parties, nous obtenons 


y? 


8 


D 


2 35-197 = — pÜ, 
r 
2U — 
EL AtS dr = p(p +1)U, 


Er ar = — p(p + 1) (p + 2)0, 


t 
Fe LU 


LÙ 9-1 Qr = p(p + 1)p + 2)? + 3) Ü. 


LE an 
à 
œ | 
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Une dérivation préliminaire par rapport à l’angle 6 considéré 
comme paramètre nous donne de façon analogue 


\r er à = pe (n — 0, 1, 2), 
ér 60" 
0 

(2.6) 
r2 2 P-1 dr — = 0.2 
er r pp + 1) 22 (n = 0,2) 


O 


Appliquons la transformation de Mellin à tous les termes de 
l'équation (2.1). Utilisant les formules (2.5) et (2.6), nous aboutis- 
sons à une équation différentielle ordinaire 


(+) +0 +210 0 (2.7) 


Les formules (2.2) permettent d’obtenir les expressions des 
transformées des contraintes. Pour faciliter l'usage de la trans- 
formation de Mellin il est plus rationnel de se servir des formules 
des transformées prises des produits des contraintes par le 
carré de la distance r°o,, r°os et r°r,e. Les transformées corres- 
pondantes seront toujours désignées par 6,, 69 et Te. Les for- 
mules (2.5), (2.6) impliquent 


CA — _ Hu p) U(p, 6), (2.8) 
So — p(p + 1) U(p, 8). (2.9) 
To = (P +1) 289. (2.10) 


La solution générale de l’équation (2.7) est de la forme 
U = A(p)sin (p6) + B(p)cos(p6) + C(p)sin [(p + 2)0] + 
+ D(p) cos [(p + 2)6]. (2.11) 


Les fonctions A(p), B(p), C(p) et D(p) sont déterminées à partir 
des conditions aux limites pour l’équation (2.7), i.e. à partir des 
expressions (2.9) et (2.10) en y faisant 0 = +. Ces fonctions 
s’expriment alors directement par les intégrales prises des valeurs 
aux limites (2.3). Reconstituant l'original au moyen de l'intégrale 
(4.32), ch. I, nous obtenons la solution formelle du problème sous 
forme d’intégrales doubles. 

Nous nous limiterons ensuite au cas de chargement antisymé- 
trique du coin, supposant complémentairement que les contrain- 
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tes tangentielles s’annulent sur ses faces [148]. En ce qui con- 
cerne les contraintes normales, nous admettrons que fi(r) = — for) = 
— 0 pour des r supérieurs à un certain a (l'indice de la fonction 
f est omis dans la suite). 

La fonction g(p) sera dans ce cas nulle et la fonction f{p) est 
donnée par l’intégrale 


f(p) — \errar (2.12) 
[e) 


(Rappelons qu’on considère la transformée du produit des con- 
traintes par r*.) 

Exigeons maintenant en outre que la résultante des contrain- 
tes appliquées à chaque face s’annule. Dans ce cas pour la trans- 
formée f(p) de (2.12) nous obtenons 


f(— 1) = 0. (2.13) 


Sans concrétiser pour le moment le type du chargement, nous 
introduisons en considération sa caractéristique intégrale, i.e. le 
moment total If s’exerçant sur les deux faces. Pour la transfor- 
mée f{(p) nous obtenons alors encore une condition 


fo) = _ (2.14) 


Etant donné l’antisymétrie, la solution générale de l’équation 
(2.11) se simplifie et prend la forme 


U = A(p)sin (p6) + C(p)sin [(p + 2) 6]. (2.15) 


J1 n’y à aucune difficulté à obtenir les expressions des fonctions 
A(p) et C(p) 


À = — f(PXP + 2) cos[(p + 2) x] CE f(P) cos pa » (2.16) 
P(p + 1) G(p, à) (p + 1)G(p, à) 


où 
G(P, &) = (p + 1)sin 2œ — sin [2(p + Lx]. (2.17) 
Rapportons également les expressions des transformées ©, 
Ge et 7,0: 


6, = — Ap(p + 1)sin p6 — Cp + 1)(p + 4) sin [(p + 2)9], 
Se = Ap(p + 1)sinp0 + Cp(p + l)sin [(p + 2)8], (2.18) 


F0 = Ap(p + 1)cosp0 + C(p + 1)(p + 2)cos [(p + 2)8]. 
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Rappelons les expressions de chacune des composantes des 
contraintes, notées pour l’unicité de l'écriture o : 
c++: 
— 1 | 3,r-2 9 
o=— \ SP-2 dp. (2.19) 
C— 100 
La constante c se choisit de la condition d’existence des intégrales : 
il est commode de poser c — — 1, puisque de (2.16) découlera la 
régularité de l'expression sous l'intégrale sur la droite (c — 100, 
€ + 100). Pour simplifier l’analyse nous nous limiterons à la solu- 
tion qui s’obtient pour de grandes valeurs de r. Aussi le contour 
d'intégration fermé sera-t-il composé de la droite c — —1 complé- 
tée à droite par un arc. Pour pouvoir appliquer la théorie des 
résidus au calcul des intégrales il faut étudier les zéros éventuels 
de la fonction G(?p, «) de (2.17) à droite et au voisinage de la 
droite c — —1 en fonction de l’angle «. Remarquons que sur la 
rues Re p — — 1 il n’y a aucun zéro complexe de la fonction 
(Ps x). 
La dérivée partielle de G(p, «) est: 


_ — sin 2« — 2c0s [2(P + 1) «]. (2.20) 
C 
Les valeurs de » qui vérifieront simultanément les équations 
G(D, x) — 0 et 0G(p, «)/ôp — 0 sont des zéros de multiplicité 
deux de la fonction G(?p, a). 

Considérons maintenant le point p = 0. Il sera toujours un 
zéro. Dans le cas où l’angle « vérifie la condition 


sin 2x — 2c08 2x = 0 (2.21) 


compte tenu de (2.20), le zéro est multiple. Nous appellerons cet 
angle critique et nous le désignerons par «*, remarquant que 
a* — 0,715 x. 

Trois cas sont à distinguer. Dans le premier cas « < «* et 
dans la bande —1 < Re p < 0 la fonction G(p, «) n’a pas de 
zéros, tandis que le point p —0 est un zéro simple. Dans le deuxième 
cas x — a* et dans la bande —1 < Rep <O0 ïil n’y à tou- 
jours pas de zéros, mais le point p — 0 est un zéro multiple. 
Dans le troisième cas &« > «* et dans la bande —1 < Rep < 0 
apparaît un zéro réel simple A(x) tel que — 0,5 << A(x), et le 
point p = 0 est de nouveau un zéro simple. 

L'analyse effectuée nous sera utile dans l'application de la 
méthode des résidus à la recherche de la partie principale de 
l’expression (2.19). Comme nous cherchons la solution pour de 
grands r, nous n’allons calculer les résidus qu’en les points les 
plus proches de la droite Re p = —1, c’est-à-dire que dans le premier 
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et second cas il faut connaitre le résidu au point p — 0 unique- 
ment et dans le troisième, au point À(«) qu’on détermine préala- 
blement de l’équation transcendante G(p, x) = 0. 

Normons le domaine de chargement et la condition aux limites, 
posant p — 7r/a et o(p) = 2a* f(r)/M. Il vient 


1 ] 


\ o(p) de = 0, \ eat) de = 1, 


(s) 


1 
=) = _) ds = AP) 
24p) = \ er ofe) de = 210. 
O0 
Remarquons que tous les résultats qui suivent ne sont vrais 
que pour p > 1. Dans le premier cas l’expression de co, (confor- 
mément à (2.16), (2.18)) sera de la forme 
Ge = — 2" + O(p-*), (2.22) 


a*(sin 2x — 2a cos 2x) p° 
puisque le résidu n’est pris qu’au point p = 0. 

Dans le deuxième cas l'expression de o, aura un aspect plus 
complexe puisqu’au point p — 0 on à un zéro multiple (pour 
calculer le résidu il faut multiplier l'expression sous l'intégrale 
par ?, puis la dériver par rapport à p et poser p = 0): 


M — e- 
Cr — 124: «2 sin 2ap° {[ p{ ) P Jsin 


+126 cos 28 — 60 cos 2x} + O(p-°) 


1 
= \stmemoge), (2.23} 


0 


p=0 


Dans le troisième cas le premier terme se détermine par le 
résidu au point A(«) et le second, par le résidu au point p = 0: 
_ MG(À)I(A + 4) cos À æ sin (À + 2)0 — (À + 2) cos (À + 2) x sin A0] se 
2a*{sin 2x — 2 cos[2(À + 1) x]} pATè 


2M sin 20 


a*(sin 2% — 2x cos 2x) p° 


+ O(p-?). (2.24) 


Procédons à l’analyse des expressions (2.22) à (2.24) (celles. 
des o, et =,, sont de même structure). Remarquons tout d’abord. 
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que les formules obtenues sont solution d’une classe de problèmes 
aux limites dans lesquels la charge et le domaine de son applica- 
tion restent inchangés, alors que le point considéré tend vers 
l'infini. Ces mêmes formules donnent également la solution du 
problème équivalent quand le point est fixé dans le domaine, 
mais la zone d’application de la charge diminue, alors que le 
trpe de la condition aux limites se conserve sous forme adimen- 
sionnelle, i.e. la fonction est invariante, ce qui conduit à la limite 
au problème d’un coin sollicité au sommet par un moment 
(cf. $7, ch. IIT). 

Rapportons l’expression de 6, qui peut être obtenue pour ce 
problème immédiatement par la méthode de séparation des varia- 
bles ($2, ch. IV): 
2M sin 20 (2.25) 


Cr = —— ” 
r“(sin 2x — 2x cos 22%) 


Comparant (2.22) et (2.25) on voit qu’à la limite, la solution obte- 
nue par des méthodes rigoureuses se confond avec la solution 
formelle (2.25). Par conséquent, la distribution des contraintes ne 
dépend pas à la limite du caractère réel de la condition aux limi- 
tes et se détermine par le moment résultant. Dans le troisième 
cas, l’expression (2.24) comporte la solution (2.25), mais ce terme 
n’est pas principal, de sorte qu’à la limite l’état de contrainte 
ne se détermine que par le premier terme. L'essentiel est que ce 
terme dépend de la fonction © et, par conséquent. de la nature 
de la charge. Nous avons là un exemple contredisant la formula- 
tion généralement admise du principe de Saint-Venant. 
Notons encore le cas où 


1 
e(A) = \e o(e) de = 0. 


Alors le premier terme de (2.24) disparait et la solution (2.25) 
s'avère de nouveau vraie. Dans le deuxième cas (formule (2.24)), 
la présence du terme contenant Inp interdit le passage à la 
limite. 

Ce qui vient d’être dit permet d’expliquer le paradoxe de Caro- 
thers, consistant en ce que dans la solution (2.25) o, > © lorsque 
æ&—> «*, puisque dans ce cas (2.25) n’est pas la partie principale 
de la solution (2.24). 

Remarquons en conclusion que résolvant le problème d’un 
coin pour d’autres conditions aux limites (f,# — f:) on constate 
que la formule (2.25) est vraie pour des angles « moindres que 
ceux qui s’obtiennent dans la position considérée du problème. 
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$ 3. Problème à symétrie axiale pour une eouche 
à coupure cireulaire 


Soit dans une couche d'épaisseur 24 une coupure de rayon a 
dans le plan médian z — 0 sollicité par des pressions normales 
uniquement, les mêmes des deux faces. Supposons les frontières 
de la couche libres de contraintes, de sorte que le plan z = 0 est 
un plan de symétrie. 

Les conditions aux limites sont 


GP Th) = 0, ze, + k) = 0, (3.1) 
5:(p: 0) = p(p); ep, 0) = 0 (p < a). (3.2) 
Pour des raisons de symétrie on à en outre 
TP» 0) — 0 (p <a), (3.3) 
u.(p,0) =0 (bp > a). (3.4) 


Notre approche se fonde sur les représentations de Papkovitch- 
Neuber qui, étant donné la symétrie axiale, comportent deux fonc- 
tions harmoniques © et d.. Rappelons les expressions des com- 
posantes des déplacements et des contraintes (cf. (5.45), (5.46), 
ch. III) 


HG 14)0—2"—%; 


(2G)-10, = 2(1 —v) 2 _ , 2% _ À, 
ê= g=° d=° 


(2G)71<,, = ie [a — 2v)h — PEL Se , 
En 8: 


où l'indice de la fonction ©. est omis. 
Nous partirons de la représentation des fonctions harmoniques 
æ et 4 sous forme d'’intégrales [157] 


LL ARS \ Lai cnti — 2) + B,sh A(h — 2)]J,(Ao) 


ô= 


dÀ . 
sh Ah 


(3.5) 


oO 
Les] 


= \ [LAoch X(R — z) + B.sh X(k — 2) Jo), (3.6) 
[e) 


où ÀA,(A). B;(A); AA) et B.(À) sont des fonctions devant être 
déterminées. Les conditions (3.1) permettent d'écrire 


A1Q) = (1 — 2v)4,(à) + 4B.(à), (3.1) 
B(X) = AhA.(X) + 2(1 — v) B.(à). (3.8) 
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La condition <,.,(p, 0) — 0 conduit à une autre relation entre ces 
fonctions qu’on peut écrire, compte tenu de (3.7) et (3.8), sous 
une forme compacte 


À RA,(À) + (1 + Àk cth AL) B.(A) = 0. (3.9) 

Les relations (3.7) à (3.9) permettent d’exprimer n'importe 
quelles trois fonctions par la quatrième. Exprimons-les toutes par 
B.(À), utilisant les conditions (3.2) et (3.4) et, naturellement, les 


représentations (3.5) et (3.6). Nous aboutissons alors aux équa- 
tions 


Jo(ap)d\ =0 (p > a), (3.10) 


©œ 

\ B.(N) Ah + chAh sh 
Àh sh? Ah 

[e) 


\ ABAN) ET JO(Ar) à = p(r) (26)? = fe). (3.11) 


[4 
Donnons-leur une forme plus compacte : 


\ B(A)J{Ae) A =0 (p > a), (3.10') 


() 


ac — y()]B(A) JR) à = fte) (p<e),  (311') 


où 
B(À) = DU 
Ah sh? Ah 
Ah(1 + À) + 67% sh x 
ch Àh sh Àh + À 


Si le corps élastique présentant une coupure est un demi-espace, 
on partira des représentations 


2 (acer 2, (3.5) 
Ÿ — \ 20) ee J (Xp) dA (3.6') 


(ces formules sont valables pour le demi-espace supérieur). Nous 
aboutissons aux mêmes équations (3.10) et (3.11), mais pour 
g(À) = 0. 
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Avec la représentation 


B(À) — \ ct sin M dt, (3.12) 
0 
l'équation (3.10) est une identité. En effet, 
\ B(À) Jo (hp) dA — \ C(t)dt \ Jo(Xe) sin À dX. (3.13) 
0 (1) 0 


La dernière intégrale est l’intégrale de Weber [35] prenant les 
valeurs suivantes : 


0, rh (3.14) 


Jo(Ao)sin À dA — 
\ _— D _… 0<p<t. 


0 
Comme dans notre cas { < a et p = a, alors p > t, ce qui dé- 
montre la proposition énoncée. 
Portons maintenant (3.12) dans (3.11) et intégrons par rap- 
port à p, utilisant pour cela l'identité 


àp JAe) = CACON! (3.15) 


Nous obtenons 


e\ ces dt \ J (A0) Sin À A — p \ C(t) as| g(A)J,(àp) sin Àf dà = 
Oo 0 (4) 


(9) 


= \ pfle) de = fie). (3.16) 


Utilisant d’autre part l'égalité 


ss 0, P< É, 
| sin M dÀ — fi (®—#)-Ue, p>t (3.17) 
ep 
nous ramenons l'équation (3.16) à la forme 
[a & co 
{C(Odt - = 
E —-\coa| sos mine =. (18) 
0 0 0 


Faisons l'usage de la représentation intégrale de la fonction J,(x6) : 
r/2 


T09)=<+ \ sin 6 sin (Ao sin 6) 46 (3.19) 


( 
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et effectuons la substitution 
= p Sin 6. (3.20) 
Nous obtenons l’équation 


7/2 


\ [ cte sin 0) — — 2 (ct) dt ( g(À) Sin sin (Apsin 8) 4X] X 
0 (] 0 | 


X psin 6 48 = f{(e) (3.21) 


que nous pouvons écrire symboliquement sous la forme 
xr/2 r/2 


\ ®(e sin 6) psin 60 d0 — \ ®,(e sin 0)46 = (6).  (3.21'} 


(0) 
Cette équation est l’équation de Schlômilkh (2.41), ch. I. Sa solu- 
tion continue se représente par la formule 


7/2 
die) = 2 [A(O) +e \itesin pa. (3.22) 
0 
Comme dans notre cas f,(0) = 0, nous avons 
a fl ” 
C(t) — A \ g(À) Sin À sin Ày a C(y)dy = Le EC sin 6)d06. 
= T 
(4) 0 ° 0 


(3.23) 

Cette expression est une équation intégrale de Fredholm de deu- 

xième espèce. Résolvant cette équation (en général, numérique- 

ment) et effectuant un passage inverse nous trouvons tous les 
paramètres qui nous intéressent. 

Dans le cas d’un espace infini à coupure g(À) = 0 l’équation 

se dégénère et sa solution coïncide avec le second membre 

7/2 


CE | f;(t sin 6) 46. (3.24) 
trs 
0 
Rapportons les expressions des déplacements #.,(p, 0) pour 
p < a et des contraintes o. sur le prolongement de la coupure 
pour p >= a dans le cas le plus simple où p = ?p,: 


A4p.(i1 — 2 
u, = TT (a° — p2}/2, (3.25) 


9 
G = — “Pe [arc sin — — a(p* — ar] (3.26 } 
T P 
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On en tire l’expression du coefficient d’intensité des contraintes 
(cf. $9, ch. III) 


HERELESS (3.27) 


$ 4. Problème plan sur l’action d’une foree impulsive 
concentrée (problème de Lamb) 


Supposons que sur la frontière du demi-espace y > 0 qui se 
trouve au repos pour { < 0, à l’instant { — 0 agit une force impul- 
sive concentrée uniformément distribuée suivant la droite y= x =0: 

Oy = — hÔ(x)0(t) (k = const, y = 0). (4.1) 
Comme les conditions aux limites et initiales ne dépendent pas 
de =, le problème envisagé est un problème plan. Ceci étant, le 
système d'équations du mouvement du milieu, les conditions aux 
limites et initiales sont de la forme 


D ge 
AD = — : AY = 227 (<= at x 4 =); (4.2) 


dr? 
Li Li D ie di 
Gy —= (a* — 2b°) FA 2bp[—— — | = — <)k — 
y = (a )eAD + re ( re G(x)S(+)ko (y—=0), 
(4.3) 
, D ST  eY 
y = 0° D ne | — — 
= be(e +) 0 w=0 
D=p- SE 0 (+—0) (4.4) 
cT ct 


(on a utilisé pour écrire la condition aux limites (4.3) le fait que 
Ô(t) = aô(at) = aû( =), et k, = k/a). 

Appliquons au système (4.2) à (4.4) la transformation de 
Laplace par rapport à + et ensuite la transformation de Fourier 
par rapport à x, il vient 


d'®* o NT 
a  (Pra) d*, 
y 
: (4.5) 
dY* Sn AV 
Den € eu ne 
y 
Gen piae +2 (A + ig D) = — À 
dy* di (ni 
(y = 0, nu — b°e), (4.6) 


dy = . d 
FX — 2qi 
dy* + 1 1 dy 
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Ici 
f(?; TZ, Y) — \se, T, y) e#dr, Re ?» > 0, 
0 
(4.7) 
JP, & y) = \ J(P, x, yetdx, Img=0 


(f = ®, F). 


Résolvant les équations (4.6) par rapport à ®* et Y* nous 
trouvons 


D* — 4e” ATLAS BF + 
(4.8) 
De L ce D DPF 


Pour choisir de façon univoque les branches des radicaux Ÿp° + q° 
et y» + g°, on fait passer dans le plan q des coupures des points 
+ pi et + ypt vers l'infini 
le long des rayons arg q — 
—= arg D + r/2 (fig. 48) et 


on adopte Vr° + À = ?, 
V£p? + g° = yp pour q = 0. 
On peut alors vérifier que 
ReŸp°+q°>U, ReVy=p°+9*>0 
pour Im q — 0, Rep >0 (on 
s’en assure en observant là 
variation des arguments o,, 
© et o,, o1 sur la figure 48 
lorsque le point qg parcourt 
l’axe réel). 

Vu que le milieu était au 
repos lorsque + < 0 et le 
3 domaine perturbé limité, les 
représentations ®* et F* doivent Fdécroître lorsque y —> + CO. 
Donc il faut poser dans (4.8) B = D = 0. Portant ensuite ®* 


et Ÿ* de (4.8) dans les conditions’aux limites (4.6) nous trouvons 
À et C: 


A=-TPH+%k ge MVP+E (4.9) 
R(p,9) 4 R(p, q) d 


Fig. 48. Système de coupures. 


$ 4] PROBLÈME SUR L'ACTION D'UNE FORCE IMPULSIVE 155 


Ici 
R(p, q) = (-2p° + 2g2)° — 4g2 V(y2pE + q°) (p° + 9). 


Comme les images des composantes du vecteur déplacement 
u(u,v) sont liées avec celles des potentiels © et Y par les 
formules 


: .— d'F 
uŸ = — iqD* + - 
dy 


+ — un iQ E*, (4.10) 


on à compte tenu de (4.8) à (4.10) 


= 1 PR 
u(P; T; 4) — de \ e"txu* dgq, 


(4.11) 


[ee 


= 1 =. 
TD; enr \ e”"*0* dg; 


—œo 


iqho = : 
a* (D, Q Y) = + Cent + 2q)e VF 


PTE ET Ta 


(D, 4 Y) — PSS pe +296 Pr Loge VPF+ér) 


On reconstitue les originaux en appliquant aux expressions (4.11) 
la transformation inverse de Laplace par rapport à ?. Nous utili- 
sons là méthode de Cagniard dans la modification de Hoop [24] 
dont l’essentiel est que les intégrales de la transformation inverse 
de Fourier par rapport à g — expressions de % et v dans (4.11) — 
se transforment en des intégrales ayant la forme de transforma- 
tion de Laplace par rapport à +, c’est-à-dire en les intégrales de 
la forme 


\ Jr, x, y)e-F dr, (4.12) 


ce qui permet de reconstituer d'emblée l'original qui doit avoir la 
forme de la fonction sous l'intégrale f(r, x, y). Afin de ramener 
les expressions de % et de (4.11) à la forme (4.12), nous les 
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représentons de la manière suivante : 


7] = À + %, © = 7, + V2; (4.13) 
© 
a n2 _V ha aoty iax 
AE oigCp +29) -VP+dy-i ge 
27 HR(P, q) 
— 0 
co EE 
5 = 1 ( k2ig VG® + F) (xp + &) eVP+ er - — igx dg, 
: 2x LR(P, q) 


T1 = - \ REP HS (ape + 292) e VF EE Gg 


5,1 | 24e ,-Vrssar-üe g, 
£ 27 HR(p, q) 
Faisons dans (4.13) le changement de variable q = — ips : 
LE En 77 
27u FR(s) 
L 
ni — iko À SVG — s°)(° — 5°) e ?Ù Vrai st+sx) ds, 
7 7h R(s) 
(4.14) 
et Ni SE 2) Vi stsn qe 
| 2rn R(s) 
L 
De = — re PP EEE Qe. 
FH R(s) 
L 


Le contour L est montré sur la figure 49. Supposant Vp= + q° — 
— pV1 — s° et Vy2p° + q = ply—s* et établissant sur les 
branches préalablement choisies des radicaux Ÿp° + q° et 
? +2 — 8‘, nous obtenons 1 — 8 = let Y-2 — 8 = 7% pour 
8 — 0. Les coupures sont menées cette fois le long des demi-axes 
réels des points 3 — + Let 8 — + ; jusqu’à l'infini. La fonction 
complexe 


R(s) = (7° — 28°)° + 482ÿ(7E — 52) (1 — 5°) 
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représente le premier membre de l’équation de Rayleigh (S.39). 
ch. V: 


R(s) = 0, 
admettant comme on | 
le sait [141] dans le 
plan complexe s deux 
racines réelles : 8,,o — W= arg P 


= +$,8> +7 (enpar- 
ticulier, pour À=1 on 
a B—;(2—2//3)-12% 
& */0,9194). Défor- 
mons maintenant le —$ 
contour d'intégration 
L dans (4.14) pour «, 
et v, en un contour 
L, le long duquel l’ex- 
pression yŸ1—s?+ sx 
est réelle. D’une m1- 
nière analogue dans 
les expressions de %, Fig. 49. Contours L et L.. 


et v. de (4.14) il faut déformer le contour L en un contour L, le 


long duquel est réelle l’expression yŸ-2— 8°? + sx. Déterminons 
tout d’abord le contour L.. Posons 


yVy— SE + sx — (4.15) 


où - est réel et considéré comme paramètre le long du chemin 
d'intégration L, dans le plan complexe s. Nous remplacerons plus 
tard la variable d'intégration s par + qui sera considérée comme 
le temps. C’est pour cette raison que nous avons noté = la gran- 
deur yŸ +? — 8? + sr. 

Résolvant (4.15) par rapport à s nous trouvons 


ex + my (x + y) — <° = , 
8 —= D (re < + Var + y*), (4.16 ) 
To 2 y Ve — {2 + y?) 


= (<i> Va + y) (416) 


x° + y° 
Ici sont prises les valeurs arithmétiques des radicaux. Avec la 
variation de - le point s — s(+) décrit des courbes dans le plan s. 
Conformément à la branche choisie du radical l/-* — s° dans l'ex- 
pression (4.15) (i.e. partant du fait que = — y pour 8 — 0) il 
faut prendre le signe « — » dans (4.16’) et garder les deux signes 
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dans (4.16) afin d'obtenir le contour donné par l'expression 
(4.15) lorsque + > 0et x > 0 (il suffit de considérer le cas x > 0, 
tenant compte de la parité de v et de l’imparité de « par rapport 
à x). Sur la figure 49 en gras est représenté dans le domaine 
Re s > 0 le contour L, constitué du segment OM et de la courbe 
N'MN décrite par l’expression (x > 0) 


sa y = y) = 7 


$ — (y < 5 < YŸE + y), 
Z° + ÿ° 
(4.17) 
L'inVe sr Le 
à = EME TE - y°) (> Ÿr + y). 


Les signes « + » et « — » indiquent que les courbes sont situées 
respectivement dans les demi-plans supérieur et inférieur. Posons 
dans les formules (4.17) x = 7 cos 6,y = r sin 68 (0 < 6 < x/2); 
nous avons 


L (= cos 0 — V7 — À sin 6) pour = <:r, 
; 

s{r, r, 0) — 
— (= cos 0 + iV-: — “sin 0) pour = > yr. 
e 


Supposant r et 6 fixes nous obtenons s —> + e=°/r lorsque = —> + co. 
C’est l’équation des asymptotes (fig. 49) vers lesquelles tend la 
courbe L, pour - —> + « d’origine en s = 0, elles sont inclinées de 
0 par rapport à l’axe réel. Pour s —> co l’expression 
p{yV-® —s?+ sx) s'écrit 


[plislrelo+t+el (Re s < 0), 


VON ne = 
p(y V: #82) D. (Re 8 > 0), 


où 
p = pile (loi<©). s — |s|e. 
Comme 
min (6, — —o)< e< max (—6 -5-e) (Res < 0), 
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nous obtenons 


—F<min(-7+0, »] < (9 + 8 + 0) < 
< max 46, “)<+ (Re s<0), (4.18) 


< max (5 — 6, .) =. (Res > 0). 
Donc pour |8|—>c 1x partie réelle de l’exposant dans (4.14), 
égal à — p(yVy® — 8° + sx), n’est négative que dans le domaine 
compris entre les courbes L et L.. Aussi peut-on à l’aide du lemme 
de Jordan (cf. $4, ch. I) transformer dans (4.14) le contour 
d'intégration L en le contour L, parcouru dans l’ordre suivant : 
N'MOMN, le segment OM de l’axe réel étant parcouru deux 
fois dans les directions contraires : suivant les bords inférieur 
et supérieur. Décomposant ensuite Z, en les branches {, = N°MO 
et Z, — OMN symétriques par rapport à l’axe réel et faisant le 
changement de variable - — y? — 8° +sr, nous ramenons 
successivement %, et ©. de (4.14) à la forme suivante : 


y +00 
üe = iÂ fes = isa + spas = : | FA d= Li \ fe © d= — 
d®e dr 
L la la + 00 *Y 
+ co 


: Vic : 
20 \ tm[ DE 9 À era (4.19) 


L R(s) d= 


Lee 
7 


La ré le + © 


+ 00 + 00 
E \ A | Dnf EE  Je-rar, (4.20) 
+ FL R(s) de 


+ Y? 
sŸ(1 — s°) (y° — s°) e”?t V3 s3+sx) 
EEE , 


Ko 
Je — Tu R(s) 


= — k stÿ1 — s° er? Vr3-s2+5x) 
rh | R(s) 
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Nous avons tenu compte du fait que les fonctions 


sVO—- Es) ds stV1— 5 ds 


ÆR(s) d= R(s) de 


sont des conjuguées complexes aux points 8 et 8 de L, et L, et 
qu’en ces points la fonction y? — 8° admet des valeurs réelles 
égales à + 

Notons également que dans les expressions définitives (4.19) 
et (1.20) de «, et de Tv, les fonctions sous l'intégrale 


nn | Im] LEO “| 


R(s) de R(s) d= 


sont tirées de la condition que 8 se trouve sur le contour L, 
(fig. 50 ou 51) dent l'équation est 


TI GETS EE 


GE —— (y < 7 < yat + y°), 
2 — y 
(4.21) 
Se yV= REED Va Ep). 


T+y 


Exactement de la même façon transformons les intégrales 
pour %, et ?®, prises de (4.14). Les contours L, et 1, s’obtiennent 


l'cos6 y 
Fig. 50. Contour L, (+ cos {) < 1). Fig. 51. Contour L, (y cos 8 > 1). 


respectivement de Z, et /, en posant dans (4.15) et (4.21) - = 1. 
Nous avons en définitive 


O0 
nee \ In [ era (4.22) 
gi R(s) d= 


y 
. a 2 A Ut = St 
T, = Ko o - | er d-, (4.23) 
Li 
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où s est situé sur le contour L, (fig. 52) d’équation 


_ try +y)-T 


z° + y° 


8 (y < = <Vz° + y), 


(4.24) 
ES (> Van. 


+ 


Fig. 52. Contour ,. 


Il ressort des formules (4.22), (4.23) qu’en réalité les expressions 
sous les intégrales s’annulent pour des s réels < 1, i.e. effective- 
ment pour des 3 < cos 6 ou, pour la variable =. pour = <7r. 
Ceci nous permet de récrire les expressions (4.22), (4.23) sous la 
forme 


N, = —\Im I E IC: — rje- ar, 
Tu R(s) d= 
v (4.95) 
u= + RER. — æ| H(= — ref d- 
TH Æ(s) d= 
O0 
(au = 270) 
0. æ<0, 


où 14 fonction s est donnée par (4.24). 
Considérant d’une manière analogue les cas + cos 6 < 1 
(Éig. 50) et - cos 0 = 1 (fig. 51) nous obtenons 


TR Co see nus SE) Fe x 


1 R(s) dt 
x eus un Le-r d=, (4.26) 
: He — & — y —1) 
T = \im[s : X 


R(s) dt 


0 


x Un ur: 15) a era, 
H(x — z—yl;"—1) 


1 
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les lignes supérieure et inférieure dans les expressions de #, et 
tT; se rapportent respectivement aux cas > cos 0 <1 et 
-- cos 0 > 1, et la fonction 8 se détermine par (4.21). 

Les formules (4.25) et (4.26) présentent les quantités #,, t,. %2 
et ®, sous Ja forme d’intégrales qui ne sont autre que la transfor- 
mation de Laplace par rapport à + des fonctions réelles figurant 
sous les intécrales. Donc, ces fonctions sont les originaux cherchés. 

Appliquant à (4.25), (4.26) la transformation inverse de Laplace 
par rapport à p, nous obtenons définitivement 


U—= U,y + Us 


= 0 s(x©— 25) ds |, : 
Uy = = Im PE = Je r). (4.27) 
dr A ten > H(=— 77) 
2 TU R(s) d= H(- _x—7Y VE =) ? 
T = 71; + To 
T, = Ko Tm C—25)li1-s ds Vis H(- — r), (4.25) 
TH Æ(s) dt 
v = Im sV1— st as] [Hs — 7 ; 
2 1 R(s) dt H(- — ZT —17 V-* … 1) 


où s dans les formules pour 4, et rt, se donne par les expressions 
(4.24) et dans les formules pour #. et par les expressions (4.21). 
Considérons les fronts d’onde dans le domaine y > 0 (fig. 53). 
Les expressions 4, et v, traduisent l’apport de l’onde longitudinale 
P avec comme équation de 
front > —-, et les expressions 
7 % et Tv sont l'apport de 
l'onde transversale S consti- 
tuée d’une onde à front cir- 
culaire r = 7-1 et d’une 
onde frontale transversale à 
front  rectiligne += — x — 


— V1 1—0. L’onde fron- 
tale transversale S est engen- 
_ | drée par l’onde progressive 
Fig. 53. Schéma des fronts d'onde. longitudinale P lors de son 
interaction avec la surface libre. Le front de l’onde frontale 
transversale est tangent au cercle r = +7"! au point 0 — 6,, où 
cos 8, = y”! De ce fait l’onde frontale transversale existe pour 
6 << 6,. Notons que le vecteur des déplacements admet une sin- 
gularité d'ordre —1/r sur les fronts des ondes longitudinale (r = =) 


x rer 
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et transversale (> — ---1). Sur le front de l’onde transversale 
r = +77! qui suit l'onde frontale (c’est-à-dire pour 6 < 86,) cette 
singularité apparait lorsqu'on s'approche du front de n’importe 
quel côté. Une singularité se manifeste sur la surface libre au 
point æ = -/B courant à la vitesse d’ondes de Raryleigh. Cette 
singularité est de l’ordre de —1 et n’apparait que sur la surface 
libre. Son apparition est due à la présence du zéro s — 8 dans 
l'expression de ÆR(s) aux dénominateurs des fonctions « et +. 


S5. Problème dynamique plan sur l’enfoncement d’une 
étampe lisse 


Les problèmes dynamiques de l’élasticité auxquels l4 methode 
de Wiener-Hopf (cf. $ 1, ch. I, p. 4) à été appliquée pour la première 
fois sont le prohlème stationnaire de diffraction sur une coupure 
semi-infinie à bordslibres, ainsi que le problème lié à l’étude de l’état 
de contrainte qui se crée au cours de la formation brusque d’une 
iissure scmi-infinie. Dans ces problèmes on donne des conditions 
aux limites mixtes dans deux intervalles semi-infinis et une condi- 
tion aux limites commune à ces deux intervalles. Nous illustrerons 
l'application de cette méthode sur l’exemple de la résolution 
du probleme plan concernant l’enfoncement sans frottement d’une 
étimpe [30]. Pour plus de simplicité nous nous limiterons au cas 
d'une étampe semi-infinie. 

Supposons que sur un intervalle semi-infini de la frontière 
æ > O0 du demi-plan élastique 7 > 0 à l’instant { — 0 une étampe 
commence à s’enfoncer sans frottement. Sa loi du mouvement est 
donnée par l'équation y = f(x, t), où f(x,t) est une fonction à 
dérivée continue. Tenant compte du fait qu'avant le début du 
mouvement le milieu est au repos, nous avons pour déterminer le 
vecteur déplacement uw les conditions aux limites et initiales sui- 
vantes : 

Try = 0 (—oo < x < co, y = 0), 


Gy=0 (+ <0, y = 0), 
v=f(xr.i) (rx > 0, y = 0), (5.1) 


u= = 0 (t =0). 


Utilisant les représentations (5.50), (5.53) du chapitre II pour 
le vecteur u(u, v) : 


u = grad ® + rot (FX), (5.2) 
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nous ramenons le problème au srstème suivant d'équations 
pour les potentiels ® et Ÿ : 
2O 9 & ; 
AD, APR (a, y=at) (42) 


=: 
pour les conditions aux limites et initiales 


20 oY ES à 
Try _— #0 2 — RE nm? > se 0 
zx oy cg èx? 


(y = 0, — © << x < co), (5.3) 

= (a? — 26°)pAD + 2e er = 0 
(y = 0, x < 0), (5.4) 
tt =) wy=0, x >0), (5.5) 
o=T=r-T-0 (= 0). (5.6) 


Afin d'assurer l’unicité de la solution du problème il faut en outre 
imposer une restriction au comportement du vecteur déplicement 
au voisinage du bord de l’étampe x = 0 : 

u=C+O(r) (:>0, r 0, C = C(-)). (5.7) 
Nous avons terminé la position du problème. 

Appliauant la transformation de Laplace par rapport à - cet 
ensuite la transformation bilatérale de Laplace par rapport à x 
aux équations (4.2) et aux conditions aux limites (5.3), (5.4), (5.5) 
nous obtenons le système suivant d'équations du mouvement et 
de conditions aux limites pour D* et F* : 

dose 


= (p° — s2)O*, 
dy° 
h (5.8) 
æœ\y* — (-°p° —— S°) Y*, 
dy 
QG LE gps _O (y = 0), (5.9) 
dy dy* 


Gi = (2 — 2)po* +2 (a se) (y = 0). (5.10) 
dy” dy 


5- +5+ = — $E* (y = 0). (5.11) 
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On 2 noté ici 


© ©œ 
\ es dx \ ce?" d-, 
rs ms 


0 co 
D” — \ e-war\ve-ràs 
0 


oo 


v+ — \ e-“* ax \s <)e-”d= (Rep> 0), 
0 0 


F — era F* — \ e-«Fdx 
(a) —-œo 


(F = ®, Ÿ), 


et les fonctions 67 et v- sont inconnues. 

Déterminons dans le plan s le domaine de convergence des 
intégrales (5.12). Comme les perturbations sont pour le moins 
bornées pour æ—>—+o et sont absentes pour æ < 0 lorsque 


= + æ < 0, alors 
F _… O(1), T — + O9: 
O(e?=), x > — oo. 


Ceci étant, l'intégrale F* converge et est analytique dans le domaine 
0 < Res < Re p. Pour cette mème raison les intégrales 6} et v- 
convergent aussi et sont analytiques respectivement dans les 
domaines Res > 0 et Res < Re p. Les intégrales (5.8) à (5.12) 
sont donc analytiques dans 0 < Re s < Re p. 

Résolvant l’équation (5.8) et gardant les solutions décroissant 
lorsque y —> co, nous trouvons 


+= de VA pe pe Vrr-sr (5.13) 


Afin de fixer une branche déterminée des radicaux V/p° — s° et 
Vy'p° — s° on fait passer dans le plan s des coupures allant des 
points s — +9p et 8 = :-py à l'infini le long des rayons 8 = arg p 
ets — = + argp (fig. 54) et on suppose que pour 8 — 0 sont véri- 
fiées les égalités : Vp® — 8° = p, V-2p° — s° —--p. On à dans 
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ce cas 
ReVp° — s° —>0, ReVŸ-“p* — st >0 (0 < Res < Rep). 


Portant l’expression (5.13) dans les conditions aux limites (5.9) 
à (5.11) nous obtenons trois équations algébriques pour déterminer 


Fig. 24. Système de coupurces. 


quatre inconnues : A, B, 67 et T- : 
—98|/p° — s°A + (+2p° — 28?) B — 0, 
(-2p° — 28*)A + 28 Vy2p° — s°B = 5* ; 
— Vp° — s4 — sB =5- +ot. 


Eliminant À et B. nous aboutissons à l’équation suivante entre 
c+ et v- : 
y 


«°p° Ÿp° _s° =. =  _ _ 
Ron +8 +5 =0 (0<Res< Rep), (5.14) 


R(p: 8) = (rt? — 282) + 482 VOPE — 87) (pe — 5). 


Examinons en détail les propriétés des fonctions figurant dans 
cette équation. A l’aide de (5.7) nous obtenons que les transfor- 
mées de Laplace (par rapport à +) des fonctions co, et v pour y = 0 
et æ—> 0 se comportent comme suit : 


6, =O(&) (5> —1, x > +0), 
(2.15) 
T —O(1) (r—> — 0). 


Aussi, partant des propriétés de la transformation de Laplace, 
nous obtenons que la fonction ©}, analytique dans le domaine 
Res >0, tend vers zéro dans ce domaine lorsque 8 — co et la 
fonction r-, analytique dans le domaine Re s < Re ?, décroit 
lorsque s -> co (Re s < Re p) pour le moins comme s-1. 
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Pour nous faire une idée du comportement de la fonction 


K{», s) = -*p*lp* — s*/R(p, s) considérons l’expression R(p, s). On 
voit que 


R(p.s) =p'R (<) = piR(Q) (s = n ) 


où R(q) est le premier membre de l’équation de Rayleigh (cf. 
(8.39), ch. V); c’est une fonction analytique univoque dans le 
plan g à coupures [—+, —1], [1, -], où elle admet deux zéros 
réels : 4: = +8 (B> 7). On à en outre 


R(g) = —2(; — 1)g* + 0() (g > co). 
Par conséquent, la fonction KX{(p,s), analytique dans la bande 


[Res] < Rep, n’y admet pas de zéros et décroit comme s-! 
lorsque 8 —> co. 


A l’aide de la formule de Cauchy on peut représenter ÆK(?, s) 
dans la bande ; Re s| < Re p sous la forme 


ee _ rl 
H(p, = — re ATOS 
2p(y° — 1)(q° — B°) 
2 
— K,(p,s) K_(p,s) een » (5.16) 


2p(1 — y°) 
1 ( | R(:) d= 
: 27 2(01—%2).(22— 63) Jr-9 
K,(p,s) = K,(q) = LE s. , 
g+8 


r d (1 Éer R(z) Es dz 
2e 2(1—Y2) (13-63) 

H_(p. 8) = K-(g) = Le ÿ 

Les contours Z, et L, sont montrés 

sur la figure 55 ; la branche du loga- 

rithme est choisie de telle sorte que 

pour = = 0 l’argument du logarithme 

soit nul (notons que la substitution 

q = s/p opère une contraction du 

plan s dans un rapport |p| et une 

rotation d’un angle —arg p). De ce 

fait, la bande ;Re s] < Rep (de 

la figure 54) se transforme en une 

bande inclinée dans le plan g (de la 
figure 95). 

Les fonctions sous l’intégrale de (5.16) sont analytiques dans 

le plan partout en dehors des coupures [—Y, —1], [1, y]et décrois- 

sent comme 0(2"$%) lorsque 2: —> co. Déformant alors les contours 


Fig. 55. Contours Z, et Li. 
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L, et ZL, respectivement le long des demi-axes réels 
négatif et positif et tenant compte de ce que la fonction 
In [R(z)2714(1 + -2)-1(22 — 2)-1] prend sur les bords supérieur et 
inférieur des coupures [ —-, —1]et [1.--] des valeurs conjuguées 
complexes et de ce que 


In(z<+iy) = In(re®) = In r + i0 = ]1n Va + y +iarcteZ?, 
z 


nous obtenons pour Æ,(p, s) et H_(p, 8) les expressions suivantes : 


— \ ss —- 

K,(p,s) = Æ,(q) — LEE € s ’ 

+6 (5.17) 
+ 
L = 
æ > Il 1 F gq j Es 
K_(p,s) = K_(qg) —=-———e , 
g—8 
rs - 42V(A — =) (€ = 1) 
g(2) = Arc tg TT 2 3 


le radical dans l'expression de g(z) étant arithinctique. 

La fonction K,(q) est analytique en dehors de la coupure Île 
long de l’axe réel — co < g << —L et n’y admet pas de Zéros sauf 
en g = co; K-_(q) est analytique en dehors de la coupure le long 
de l’axe réel 1< qg < co et n’y admet pas de zéros, sauf en q = co. 
A l'infini K,(q) et K_(q) tendent vers zéro comme g-!*. Ceci 
implique l’analyticité de Æ,(p. s) dans le plan s en dehors de 1x 
coupure s’en allant du point 8 — —#? dans l'infini le long du rayon 
arg 8 = arg D + +, et de la fonction K_(?p, s) en dehors de Ia cou- 
pure s’en allant du point s = p dans l'infini le long durayonarg s — 
— arg p. Les fonctions KÆ,(?,s) et K_(p.s) n‘admettent pus de 
zéros aux points s  arg s, tandis qu’en s — © elles tendent vers 
zéro comme 8-l?, Utilisant (5.16) récrivons (5.14) sous l1 forme 

Su Ka se D 5 (5.18) 
2p(° sert 1) K_(p, S) K_(p, s) 
(0 < Res < Re ?). 


Le deuxième terme du premier membre de (5.18) est évidemment 
analytique dans ln bande 0 < Re s < Re p et tend vers zéro 
comme s-!/? lorsque s —> co. Aussi peut-on à l’aide des intégrales 
du type Cauchy représenter celui-ci sous la forme 


+ 
v | LL N_(D.5s) 2.19 
PATES 4(P, 8) + N_(P:5). (5.19) 
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où l’on a noté 


: 11 LNOLE 
N ,(P, 8) — NES | 


l 


\_ _ L D*(:) dz : 
(P; 8) 2ri \ K_(p, =) (= — 5) 


le 


Les contours L, et !, sont des droites parallèles à l’axe imaginaire 
passant à l'intérieur de la bande 0 < Re s < Re p, à proximité 
de ses bords gauche et droit. 

On peut montrer que Y ,(p, 8) est analytique dans le demi-plan 
Res > 0et tend vers zéro pour le moins comme s”1 lorsque 8 — co 
(Res > 0), alors que V_(p,s) est analytique dans le domaine 
Re s < Ke p et tend vers zéro comme s-1!/*° lorsque 8 — oo (Re 8 < 
< ke p). 

Récrivons (5.18) sous la forme 


Sy K.(p, s)y® 


+ = N_(, pe 5.2 
2p(E — 1) HORNRBeRe (5.20) 


(0 < Res < Rep). 


Connaissant le comportement des fonctions 6}, K,(p,s), 
N,(p,s), K_(p,s), N_(p,s), v- nous concluons que le second 
membre de (5.20) est régulier dans Res > 0 et décroit dans ce 
demi-plan plus rapidement que s-!/* lorsque 8 —> co, alors que le 
premier membre est régulier dans Re s < Re p et y décroit pour 
le moins comme s-1/* lorsque 8 —> co. De l'égalité de ces membres 
dans là bande 0 < Re s < Re p découle que dans le plan de la 
variable complexe s existe une seule fonction entière F(s) égale 
dans le domaine Re 8 > 0 au second membre de l’équation (5.20) 
et dans le domaine Re s < Re p. à son premier membre. Cette 
fonction étant bornée, en vertu du théorème de Liouville [88] 
F(s) = const. Mais comme F(s) —+ 0 lorsque s —> co, cette constante 
est égale à zéro, i.e. F(s) = 0. Compte tenu de ce que dans les 
demi-plans Res > 0 et Res < Re? la fonction F(s) se représente 
respectivement par les second et premier membres de (5.20), 
nous en déduisons 


#7 
HÉES) L_X (p,s)—0 (Res>0) (5.21) 
2p(y° — 1) 
N_{p,5)+—7 0 (Res< Rep). (5.22) 


K_(p,s) 
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D'où nous tirons les fonctions cherchées 5Ÿ et v- 


+  2pp—1 . 
+ —  d4(P s) (Res > 0), (5.23) 
07 — —K_(p,s)N_(p,s) (Res < Rep). (5.24) 


Les propriétés des fonctions AN ,(?p,s) et K.(p,s) garantissent la 
régularité des fonctions 5; et #- et le comportement exigé à l'infini. 
On trouve les originaux par les transformations inverses de 


Laplace par rapport à s et p: 


Cy(Ts Tr 0) = 
C+t00 d+10o0 
Le y rare 1) ?p= d 1 N4(P, s) z 5 9= 
nr \ e?"pdp … \ Ar : eds (r>0), (3.25) 
C—10 d-1 
c+100 d+ioo 
(=, 2,0) = — 1 \ e"ap—- \ N_{p, s)K_(p, sie” ds (5.26) 
el 2ri 
c—-:o d—100 


(x<0, c>d>0). 


Examinons la solution (5.25), (5.26) pour le cas concret où f(x, +) = 
— f(r) (fig. 56). On à T* — f{p)/s et comme K,(p,s) — K.(q), 
on obtient de (5.19) 


- [(P) - f@){_1 1 = 97 
N,(D.8)=———, N- = | —_— — - 2 
0.0 = 0, x pe BE] 627 
0 
V=æf(t) = 
y 
Fig. 56. Schéma des fronts d’onde. 
Par suite, les formules (5.26) deviennent 
C+ioo 
Su 2 0) = —- = \ pi). (pr "dp (x > 0), 
c—ioo (5.28) 


o(= 2,0) = 1 | wi (paje”dp (x < 0), 


C—100 
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où l’on a noté 


# re (y° — 1) — 1) 1 eds. _ 

pa) = 7°K_(0) zi R ;(g}s 

dico 
_ y cn 1) eP70dq 9 
TA A 0 
Li 
d+3co 

Y_ _. 1 k_(q) eTds 

(px) 27i \ | K_(0) : s 


1 K_(q) ePza 
|| 1 gg (&< 0). 
a Ê LES 
L 


Déformant le contour L, le long de la coupure [1, +co) dans 
l'expression de M_(pz) c le long de la coupure (—co, —1] dans 


celle de H,(px) (et remplaçant ensuite g par —gq dans X,(pæ)) 
nous ramenons (5.29) à la forme 


+ 
œ “ou +1 €{s) = —f1q 
ET M (px ) = 1 _ P=n, 1 
2u(y? — ne K,(0) n li 1 X 


x {1 + [cosg(g) —1]H(7—9)}% (z>0) (5:30) 


+ ps 


fee #e 
À (px) — «4 = x 


g—8 


1 
x {1 + [cosg(g) — 1]H(+ — g} + (x < 0). 


Il convient ici de comprendre l'intégrale de 1 à co dans H#_(px) 
et l'intégrale de 1 à y (pour 1 < q < y) dans Ï.(px) au sens de la 
valeur principale de l’intégrale de Cauchy ; les radicaux de (5.30) 
sont pre ri arithmétiques. Notons aussi que À (0) — —Æ:;(0) — 
= —"("* f2(7 — 1). 
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Compte tenu de (5.30), les formules (5.28) donnent 


GT %, 0) = —urf(+) + 


1 É gtsld 
a oo NES 
D En à 7 
z 7 27 }Yqa—1 
1 


x {1 + Leosg(g) — 1JH(r — gifs — 29) © (>0) (5.31) 


Y 
_ LR: eee 
#H 1-2) DE 
x 
Va=1, : K 


FETES 


1 
x {1 + Leosg(g) — 1JH(+ — gÿftr + ag (re <0) (5.32) 


la dérivée f'(-) figurant dans (5.31) comme une dérivée distri- 
butionnelle. Dans le cas particulier où f(+) = H(+) nous avons 
J'(s) = à(t). 

À l'aide des expressions (5.31), (5.32) examinons quelques 
particularités du problème concernant une étampe semi-infinie. 
Considérons tout d’abord l’expression du déplacement vertical 
sur la frontière y — 0, x << 0. Pour + + x < 0 nous avons © = 0. 
ce qui correspond à des conditions initiales nulles. Ici + + æ = 0 
est l’équation du front d’onde Ro er sur la partie libre de la 


frontière y — 0. Sur ce front © = 0, ee =0; _ —0. De même que 
T z 


sur le front de l’onde longitudinale, sur le front de l’onde transver- 
sale (pour y = 0)+ + yx = 0, la fonction v(7, x, 0) ainsi que 
0v/0-+ et 0v/0x sont continues. Il est aisé de voir de la formule 
(5.32) que la fonction &(-+, x, 0) admet pour + = fx une singularité 
logarithmique, autrement dit qu’on à dans le déplacement vertical, 
sur la partie libre de la frontière, une discontinuité logarithmique 
qui se propage à la vitesse d'ondes de Rayleigh. On peut également 
vérifier que (+, x, 0) est continue au point æ = 0, mais que 0v/0x 
tend vers l’infini pour æ —> —0 comme 


= » M(-X—x) 78. 
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La formule (5.31) nous donne pour la contrainte c,{-. x, 0) sous 

l’étampe (z > 0): 
GT 2,0) = —-uy"f(<) pour + — x < 0, 
c'est-à-dire qu'aux points où ne sont pas arrivées les ondes réflé- 
chies sur le bord z = 0, la contrainte est celle qu’on aurait si sur 
toute la frontière on avait la condition =,, = 0, v = f'(-+), ce à 
quoi on devait s'attendre, étant donné le caractère hyperbolique 
des équations dynamiques de la théorie de l’élasticité. A l'instant 
= — %, au point æ sous l’étampe arrive un front d'onde longitudi- 
nale ; sur ce front 6, = 0 si f(0) = 0 (on note ici f(0) — lin f( <)), 
+ 


et 6, —> co comme o(x)/} + — x si f(0) #4 0; par ailleurs, lorsque 
z—> + oo, (x) tend vers zéro comme æ7!. On dégage également 
dans l’expression (5.31) un front d’onde transversale += — x = 0. 
Sous l’étampe (z > 0) on à justement les conditions qu’il faut 
pour qu’une onde longitudinale (resp. transversale), réfléchie sur 
la frontière, engendre seule une onde longitudinale (resp. trans- 
versale), de sorte que pour T7}; < æ < 7 la contrainte 6, est la 
contrainte dans l’onde longitudinale (cf. fig. 56) et pour 0 << x < x, 
la contrainte globale dans les ondes longitudinale et transversale. 
On à au point æ = 0, comme dans la solution du problème statique 
correspondant, une singularité intégrable du type x-!* : 
re | Vy=—1) 9 | f(a)dq 
rVz ar \V-—39 
0 


(x — 0). 


En conclusion notons que dans le cas d’une étampe de largeur 
finie (0<<xz<I) la solution peut être obtenue moyennant la 
superposition des solutions relatives à des étampes semi-infinies. 
Ce résultat est basé sur le fait que les équations de l’élasticité 
dynamique sont de caractère hyperbolique et donc que les pertur- 
bations se propagent à une vitesse finie. Aussi, tant que les ondes 
de diffraction nées au bord opposé n’ont pas atteint le domaine 
<onsidéré, on peut utiliser la solution pour une étampe semi-infinie. 


$ 6. Problème sur la propagation d’une fissure 
à vitesse variable 


Du point de vue mathématique, les problèmes plans concernant 
la propagation dynamique des fissures à vitesse variable se ramè- 
nent à la résolution du système d’équations hyperbolique (4.2) 
avec des conditions aux limites mixtes données sur le plan (l’une 
des conditions étant commune aux domaines considérés) quand 
Ja frontière de séparation des conditions mixtes se déplace à une 
vitesse variable. 
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Exposons les principaux résultats relatifs à ce problème d’après 
[541. 
Soit un milieu élastique illimité représentant un espace à 
coupure semi-infinie (fig. 57): 
Ti =0, —o0 < rs < Ut), 

iv, — O0 << T3 < O0. (6.1) 

| 

| 


Admettons que toutes les conditions 

imposées à ce milieu ne dépendent 

; +. pas de la coordonnée x; (problème 

[() * plan). En tenant compte de ceci, récri- 

__.. . vonsles équations du mouvement (1.1). 

Fig. 57. Coupure semi-infinic ch, II, introduisant des notations quel- 
SE ne que peu différentes : 


Oag,3 — PU Ogx,a — ps (x, 8 = 1,2). (6.2) 
La loi de Hooke s’écrira alors de la manière suivante : 
Ga3 — u[ Sas(** DE 2)4, 2 + Ua,s + Up, al (x 8, À = 1,2), (6.3) 


a 
Oga — LU3, a (- — +) 


Dans (6.2) les points désignent la différentiation par rapport 
au temps t, et l’indice après la virgule, la différentiation par rap- 
port à la coordonnée correspondante. Ici et dans la suite les indices 
grecs prennent les valeurs 1, 2 et les indices latins, les valeurs 1, 2, 3 
(la sommation est effectuée suivant l’indice grec qui se répète). 
Comme usuellement, nous chercherons la solution des équations 
du mouvement (6.2) en l’absence de forces massiques, cette solu- 
tion devant vérifier les conditions initiales homogènes 


Ux = U = 0 pour t & 0. (6.4) 
Soient données sur la coupure les contraintes —p,(2,, t). Dans ce 
cas les conditions aux limites s’écriront : 
GiTa t) = où(0, Ze, t) — — pire t) 
pour æ —0, æ: < Ut). (6.5) 
En ce qui concerne la fonction {(t) définissant la loi de propagation 
de la fissure, admettons 
0 < Ut) < b. (6.6) 
Nous allons résoudre les équations (6.2), (6.3) à l’aide d’une double 
transformation de Laplace par rapport au temps t et à la coordon- 


née +. Les transformées seront désignées par les mêmes lettres 
que les originaux ; là où ceci prête à confusion, nous écrirons expli- 
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citement les arguments : 


U (Tir GP) = \ eaz.| ua, To 1)e”# dt 
—oo Ù 


(0 < Reg < Rep), (6.5) 


œo co 
Gi(Tis Ge D) = \ e”1 az. | cute Te, te” dt. 
— © 0 


Par c,(q, p) nous désignerons la transformée de Laplace des valeurs 
limites des composantes du vecteur des contraintes sur l’axe 
To ©: Gi Ta t) = 01(0, T%,t). Quant aux déplacements cherchés, il 
est commode de les exprimer par les contraintes dans le plan 
æ, = 0, puisque dans le problème considéré les contraintes sont 
continues à la traversée de ce plan. Nous résoudrons les équations 
(6.2) et (6.3) de la façon suivante. Conformément aux résultats du 
$ 5, ch. III, la recherche du vecteur déplacement u(u,, 4, #,) ne 
dépendant pas de 2, se ramène à la résolution des équations d’onde 
(5.51). (5.52), ch. IIT, fournissant les potentiels ®, F, et Y, liés 
au vecteur « par la formule tirée de (5.50) et (5.57), ch. III, 


u = grad ® + rot(#,k) + rot rot (F.K). (6.8) 
Appliquant aux équations d’onde une double transformation 


de Laplace par rapport à r, et t{ et résolvant les équations obtenues 


pour les transformées ®(:,, q, D), Ÿ(x, q, ») et (x, q, p) dans 
le demi-espace z, > 0, nous trouvons 


O(x;, UE ?) = Aer "Vers , 
(6.9) 
Psp) = Be PR (j = 1,9). 


Puis, supposant dans le plan x, — 0 les composantes de la con- 
trainte o1(0, z,,t) données, nous obtenons à l’aide de (6.3) les 
conditions aux limites suivantes lorsque x, = 0 pour déterminer « : 


Ga(0y Ta?) = UE Da(Y* — 2), + Uu,1 + Wa] (x = 1,2), 
(6.10) 


Ga = HUs,1. 


Des trois équations (6.10) les constantes 4, B, et EP, figurant 
dans (6.9) se déterminent univoquement. Le vecteur u(u,, #2, 3) 
s’exprime donc dans le demi-espace +, > 0 au moyen de la con- 
trainte sur le plan x, = 0. 
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D’une manière analogue, résolvant les équations d'onde dans 
le domaine x, < 0, nous trouvons 
Das, Q p) = ATP, 
(6.11) 


Fa; 4 D) = BeVTr " (j=1,2 


Les constantes A9, B? et B£ sont également tirées des conditions 
aux limites (6.10) et le vecteur u(u,, u:, 4.) dans le demi-plan 
æ, < 0 s'exprime dans ce cas aussi au moyen de la contrainte 
sur le plan à, = 0. 

On obtient en définitive les expressions suivantes de «,(%, q, D), 
valables pour x, > 0 et x < 0: 


1 ei Va-ips-qs \s 
Pre et FAN 
upR(qIp) 


ee et - 2 [TT : == 
x [22 Île (<) }fs (2) cata » 
2 Æ FPT Jp A2 
DD) ED CEE 
O) 
p P 


fe Tuumes] ess 
P P 
(di: q: P) — 


= 1 1) "ape" be 2(2) co 
«PR(q!p) Fi € l 5 | Jets D) 
- 22e _f<) b}* Go(q, P)Sen x | e” ll Vo=spa= 57 


(Ti 4; ?) — 


9 


< 


1 let Vo 
EE = ——_—_—_——_—_—_— Il Pb 3pe Ga(d ?) SON Lis (6.14) 
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où 

R(s) = (25° — b-°)* + 4s2Va-: — 8 fb-: — s°, 
1, x >0, 


SO d, — 


Notons 204(œ5, t) = u4( +0, de, t) — u(—0, 2, t) le saut du dépla- 
cement dans la direction de l’axe x, et #0,(q, p) la transformée corres- 
pondante de Laplace. De (6.12) à (6.14) nous obtenons alors 


Sd P) + pri (+ )}eux p) =0, (6.15) 


où T(s) se détermine par 


ub=R(s) T _ ub°R(s) 
Fer ST er 


T(s) = T(s) — Es Vo: — #*, 


(6.16) 
Les expressions (6.12) à (6.14) donneraient la solution du problème 
si l’on pouvait calculer les fonctions 6,(q, ») à partir des conditions 
aux limites, autrement dit, si les contraintes étaient connues sur 
tout l’axe x.. Mais les conditions (6.5) ne donnent les valeurs des 
contraintes que sur la coupure. D’autre part, en dehors de la 
fissure les déplacements doivent être continus, c’est-à-dire 


wTy t) = 0 pour æ > Ut). (6.17) 


Ainsi, le problème s’est ramené à la recherche des contraintes 
GT, t) sur le prolongement de la fissure à partir des conditions 
(6.5) et (6.17), et la transformée c,(q, p) doit vérifier l’équation 
fonctionnelle (6.15). 

On peut montrer que pour la fonction Æ(s) on a la représen- 
tation 


R(e) = (b-? — a-2?)(e-2 — s2)S(s)S(—+). (6.18) 
où 
L—2 
S(s) — EXD] — Es arc te AE = EE mn (6.19) 
7 (28° — dT°)* E+s 


et s — ct sont les racines de l’équation de Rayleigh (c étant 
la vitesse de propagation de l’onde de Rayleigh). 

La fonction S(s) est régulière, ne s’annule pas dans le plan 
de la variable complexe 8 coupé le long de l’axe réel du point 
s — —a"!l jusqu’à 8 — —b-1 et tend vers l’unité lorsque 8 —> co. 
La décomposition en facteurs (6.18) est à la base de la résolution 


12 
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de l’équation (6.15) par la méthode de Wiener-Hopf pour une 
{issure semi-infinie immobile ou se propageant à une vitesse cons- 
tante. 

Examinons le cas où la fissure se propage à une vitesse infé- 
rieure à la vitesse de Rayleigh (4 < c). Dans la suite, pour plus 
de commodité nous omettrons l’indice de la coordonnée r.. Sous 
les conditions (6.5), (6.17), on cherche une solution des équations 
(6.15) telle que o,(x, t) — co lorsque x — {(t) comme [x —{(t)]7'% : 


Ki(0) 
| = ———"—— + o(1 è : 2 
cr, t) ICE) O(1) quand r—>7{(t) + 0. (6.20) 
Introduisons de nouvelles fonctions F{(x,t). G;(x.t) définies par 
al + !L fe _ + 
| P P 


F:(g: D) — ES EC p) (x = 1,2), 


cl + qip 
F(g, D) = 53(9 D); (6.21) 
__ mi— y} — gp) __4 L 
(EAU ?) 4 Ya = gp bi — q!P s Jets P) (x 1, 2), 
1 
GQ ?) = — uw:(q, D). (6.22 


J’équation (6.15) prend alors la forme 
= F(q, p) + Gig, p) — 0, (6.23) 


OÙ 4 —= 4 = b; a — a. Après l'application de la transformation 
de Laplace inverse 


c+1:co a+ioo 
1 
f(x, 1) — _ \ e*= dq = \ e”‘f(g. p)dp (—a <c<D0) 
c—100 a—12 


les relations (6.23) prennent en variables physiques x et { la forme 


Fix, t) = cit, t) — (1 — 853) _ (6.24) 


cf 
A = D(—e”1)fet — ai Yet — (cts — hyt—0clr)dr + 


0 


b—1 {;s 
a 


a—i U 


Gr — 7, { — 81) dr ds, 
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où l’on a noté 
= . 0, 143 
D(s)=[S(s)]", Ôz = Fo 
1, 1 =3, 
et 
{D(s)} = D(s + i0) + D(s — i0) 
est la somme des valeurs limites supérieure et inférieure de la fonc- 
tion sur l’axe réel. 
De la même facon nous obtenons de (6.22 


Gr, t) — eifede + (1 8e) X 


b—3 tjs 
…, 1 à (ct — sXS(s)} = 
#1 re mr \ Vs — ai Vhi—Ss \ w (x à. ue lt — sn)dr de |, (6.25) 
a—i 0 


où 


1 1 
= LT #) (x = 1,2), Sd 


Les transformations (6.24) et (6.25) présentent cette particularité 
que pour æ < Î(t) (i.e. sur la fissure) les fonctions F(x, t) se calcu- 
lent à l’aide des valeurs o,(x’,t’) (rappelons que par hypothèse 
i(t) < c). Exactement de la mème façon la valeur G;(x, t) sur le 
prolongement de la fissure se calcule d’après (6.25) au moyen des 
valeurs w, sur le prolongement de la fissure. Aussi, au lieu des 
conditions (6.15), (6.17), a-t-on 

Fix.) = —-fi{x,t) pour zx < it), 

(6.26} 

Gr, t) = 0 pour x >{l(t), 
où f(x, t) est une fonction connue, liée à p,(x, t) par la transfor- 
mation (6.24) : 


fix, 0) = pir,t) — (1 — 84) _ (6.27) 
ct 


B = D(—ce"1)Ye!— a-1Ye- — (pie — Tv t— cr) dn + 


0 


ci — 


{Js 
lea Vhils 
ni \ (D(—8) = \rie — mi— sr)dn de. 
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Les transformations du type de la convolution (6.24) et (6.25) 
sont inversibles. Les transformations inverses sont de la forme 


ox, t) = Fix, t) + (1 — 53) X 


b—1 &'s 


+: 0. Un es sr | 9 
x +2 \£s D —E—- (rie pt—5n) dn ds, (6.28) 
a— 0 


a(x, 1) = er | Gi D — (1 — 3) D(—c"1) x 


ci 
x Ve-1— a-iVe-1— 5-1 UTC + ol — cl) dn + 
0 
e cs 
++ | 2/0) Lee CRE EE 40 + t— sx)dr, as) (6.29) 
ai 0 


Donc, le problème est ramené à la recherche des fonctions F,(x, t) 
à partir des équations (6.23) et des conditions aux limites (6.26). 

Le comportement asymptotique des F,(x, t) pour x — [({) est 
analogue au comportement des o,(x, t) : 


mi(t) 
F(x, t) — REG quand æ > {({) + 0, (6.30) 


où les coefficients d'intensité des contraintes m,(t) se calculent en 
fonction de k,(t) au moyen de (6.24) sous la forme 


ET) 
a b ; 


. S Ô | 
mit) = Ki(t) | Dis + (1 — 83) D (- _ , _ "© 


(6.31) 


o(t) = (t) étant la vitesse de propagation de la fissure à l’instant t. 
Appliquant à l’équation (6.23) la transformation de Laplace 
inverse, nous obtenons 


1 Fi(x, !) dx dt 1 
ee = — + G(toto) (6.32) 


7 ]J Va pat — (x — Y° 


où A; est un triangle tel que 
Alto — 1} — (To — zx) > 0 (0<1< to). (6.33) 


L 
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En particulier, pour x, >{(t,) nous avons en vertu de (6.26) 


| Fi(x, t)dz dt —. (6.34) 
F J) Vaëto — 9° — (ze — 2° 
à; 


Les solutions des équations du trpe (6.31) sont considérées 
dans la théorie de l’écoulement supersonique d'une aile fine [69]. 
Le bord de la fissure ne se trouvant pas dans le domaine A, pour 
Zo > Aito —- (0), il est aisé de prouver que F',(x.t) = 0 pour x > 

> ait + 1(0). Introduisons les variables caracteristiques 


E—(at—x)V2, x = (at + x)? (6.35) 


et désignons par n*(£) la coordonnée du bord de la fissure en 
variables caractéristiques qu’on tire de l'équation 


n° — 6 — af =). (6.36) 


L’équation (6.34) s'écrit alors 


Te 


1 A Fi(s, ndn NE - 
\ VE ZE \ Yan 0 pour Vo À (Zo)- (6.35) 


—10)V2 


On reconnaît dans l’équation (6.37) l’équation d’Abel (2.37), 
ch. I, par rapport à la fonction 


To 


Fi(é.rdr, 


Vro — 
—€ 


Inversant l'opérateur d’Abel par rapport à €, nous obtenons 


To 


FETE (6.38) 
Vro —T 

Puisqu'’en vertu de (6.26) les F,(£, r) sont connues pour » < r*{(£), 

cette équation se récrit de la façon suivante 


Ve n°(£) 

Fi(6, n)dr fi(£. r) 

——_—— = À —— dr. 6.39 
\ Vro — 1 | = 


r°(8) —€ 
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La solution de cette équation intégrale d’Abel se ramène à la forme 


8.) 
4 1 LLC IREUR 7 
Fr,( Eos No) — de) À fit &os R) —— EE Ge) - dr. (6.40) 
— 


En variables physiques x, t cette solution s'écrit: 


1146) 


Fire lo) = = f: T; b _—_ — TER dr. (6.41) 
T'ES — l(t*) a; Xo — € 
Xo— a fle 
où {” est la solution de l'équation 
Aito — To = at — U(t#). (6.42) 


Les équations (6.41), (6.27) et (6.28) donnent maintenant la solu- 
tion du problème concernant une fissure semi-infinie. L’unicité 
de la solution découle d’emblée de la solution du problème homo- 
gène correspondant (c’est-à-dire quand on pose dans (6.15) 
pr, t) = 0). 

De (6.41) nous tirons en particulier l’expression du coefficient 
d'intensité des contraintes 


Uto) — + dx 
m(t) ns Î: ( b — Mons) és (6.43) 
Tag, “ui WG) — x 
ou en vertu de (6.31) 
V2 f: - # 
k(t) DE pers Ô5s a + (1 — 8 ;3)S = 2)" 
JrRE2 açfe 
v- “2 Vs 
(e me t— 24%. (6.44 
Te | MT us 
0 


Ecrivons cette expression sous ia forme 
k(t) = Ki(o(t))Fo(U(t), t); 
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PP 


où l’on note 


_ (-Y 
K,(t) = Ôt3 VE au _ + (1 Las Ôdi5)S (- ET » 


at 


lol t) = 2 | f; [ ent = Ee (6.16) 


0 


Dans la dernière expression ! est considéré comme paramètre, 
1.e. que celle-ci aura la même valeur pour toute loi de propagation 
de la fissure jusqu’à l’instant t{, et en particulier dans le cas où 
la pointe de la fissure se trouve dès le début au point L. D’autre 
part dans ce cas r — 0 et l'expression (6.45) devient égale à l’unité. 
I1 découle alors de (6.14) que 4,{(1, t) est le coefficient d'intensité 
des contraintes dans le cas d’une fissure ne se propageant pas, 
avec sa pointe au point {, sollicitée par les mêmes charges. Notons 
par ailleurs que pour ? = 3 la solution obtenue plus haut reste 


valable aussi lorsque e < {(t) < b. 


Dans le cas d’une fissure statique de dimensions finies qui 
commence brusquement à se propager dans les deux directions à 
des vitesses variables, la solution obtenue reste valable tant que 
ne comimencent pas à interagir les perturbations venues des bords 
opposés. Par superposition successive des solutions relatives à 
des fissures semi-infinies on peut en principe obtenir la solution 
concernant une fissure finie pour tout intervalle fini du temps. 


Considérons plus en détail la fissure de cisaillement longitudinal. 
Dans ce cas ? — 3, les formules obtenues plus haut se simplifient 
considérablement, de sorte que nous obtenons des formules (6.41), 
(6.27) et (6.28) 


C2 
1(ES) 


CG To lo) = — \ P, (- Lo — es) Ge, 


r Vz, — (e*) To — ZT 
z,-bt 


où t# est la solution de l’équation bt,— x, = bl$— 1(13) et de (6.145) 
nous avons l'expression suivante du coefficient d'intensité des 
contraintes 


E(t) = V: — = Eso(l, #), (6.47 
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ot 
b? 


Fr ’ 
Kootb !) = A xt Fe 
0 


Le critère énergétique de Griffith pour un milieu fragile linéaire- 
ment élastique, dans le cas d’une propagation dynamique de la 
fissure de cisaillement longitudinal, s'écrit à l’aide du coefficient 
d'intensité k, sous la forme suivante [57]: 


DDR) = 
210 Vo-t — br: 
où k., se donne par la formule (6.47) et P(t) est l’énergie surfacique 
effective, supposée fonction caractéristique de la vitesse de pro- 
pagation de là fissure pour le matériau donné et devant être déter- 
minée expérimentalement ou théoriquement moyennant certaines 
hypothèses physiques sur le mécanisme de destruction. Connaissant 
P(t) on peut, à l’aide de l’équation (6.48), déterminer la loi de pro- 
pagation d’une fissure. 


(6.18) 


S 7. Problèmes dynamiques eoncernant un eoin 
pour des conditions aux limites mixtes 


Nous allons exposer une méthode de construction des solutions 
analytiques exactes des problèmes dynamiques spatiaux de la 
théorie de l’élasticité relatifs à un coin pour des conditions aux 
limites mixtes *) [1211. La méthode s’appuie sur les transforma- 
tions intégrales et comporte la détermination des singularités 
des transformées des fonctious inconnues au voisinage de l’aréte. 

La méthode sera illustrée sur l’exemple d’un problème spatial 
concernant la diffraction d’une onde longitudinale sur un coin 
solide plongé sans adhérence dans un milieu élastique. 

Supposons que le milieu élastique remplit le domaine r > 0, 
0O<9<T!l, —oo < r < oo et baigne un coin +jl < 9 < 27, 
sur les faces duquel + — 0, +/1 sont données les conditions #, = 0, 
Cer—= G=:—= 0, Où Fr, ©,: sont des coordonnées cylindriques (l'axe 
z est dirigé le long de l’arête du coin). A l'instant + = —r, (7 = at, 
r, > 0) au point (rs 20 0) nait une onde sphérique longitudinale de 
potentiel 


1 . 
nr Lu) E), (7.1) 


R—=[# + rt + 15 — 2rricos(o — 26)}/°, 


*) I s’agit du cas où sur les demi-plans frontières sont donnés le déplacement 
normal et la contrainte tangenticlle et, inversement, la contrainte normale ct le 
déplacement tansentiel. 
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dont. le front atteint la surface du coin à l'instant +,. Ici —r, < 
<T7x < 0. f(+) est une fonction arbitraire vérifiant les conditions 
d'application de la transformation de Laplace et f(+) = 0 lorsque 
= < 0. Le coin introduit dans le champ des déplacements de l’onde 
incidente la perturbation u = {4,, u., u.}, décrite au moyen d’un 
potentiel longitudinal ® et de deux potentiels transversaux Ÿ, 
Y, par les formules (5.50) et (5.57). ch. III, en coordonnées 
cylindriques : 


es 
or r éo ér = 
® À 1 &T 
Us = — + =, (2) 
r €? ér r éqé= 
cD 1 €°F 1 € 2 
RL EL PR SAR PAIE A à 
€= I  co° r ér Ôr 


11 n’est pas difficile de se convaincre que les conditions aux limites 
sur le coin sont satisfaites si ont lieu les égalites 
D cO à 2) _ 
PE, geo, 220 (2-0, =}. 
(A) (A é? l 
Tenant compte du fait qu'avant l'instant - — -, les perturbations 
ne se manifestent pas, nous obtenons en définitive les trois systèmes 
suivants d'équations du mouvement, de conditions aux limites ct 
de conditions initiales pour déterminer ®, , et #,: 


° 
2 2 


A9 — #? = À sy py-2 + 9 } 
£ ôr° © €: 


cc cr = 
. . (7.3) 
Bee (oo) © =0 (r< : 
lcp €? l 
ag, es ÊL (- => 1) 
iT b L 
l (.4) 
Le = 0 (2=0.+) +: —0 (ee); 
AY, 2 © _. 
” ét" se 
AS en) 
Æ Lo (< =0, +) 0 él 
£e l 


La solution fournie par le système d'équations (.3) à (7.5) doit 
vérifier ln condition suivante sur l’arête du coin : 


u=c+O(r) (0, < >0, ce — c(r,2)), Cr.) 


186 TRANSFORMATIONS INTÉGRALES ICH. VT 


condition assurant l’intégrabilité des contraintes (pour > —> 0) et 
l’unicité du problème posé (la convergence est supposée uniforme 
en 7, ®,£). Nous admettons en outre 1/2 < L < 1, la solution 
pour { > 1, comme il sera montré plus has. pouvant être tirée 
de la partie symétrique, par rapport au plan bissecteur du coin, 
de la solution trouvée pour 12 S ! < 1. 

Notons aussi que les potentiels ®, Ÿ, et Ÿ.. solutions des 
systèmes (7.3) à (7.5), ne sont pas indépendants mais liés entre 
eux par la condition (7.6). Cette circonstance complique consi- 
dérablement la résolution des problèmes dynamiques du coin aux 
conditions aux limites mixtes. 

Nous allons tout d’abord résoudre les systèmes (7.3) à (7.5) 
indépendamment l’un des autres tant qu’il est possible de ne pas 
prendre en considération la condition sur l’arête. Appliquons 
successivement à ces systèmes la transformation bilatérale de La- 
place par rapport à - et =: 


pe M C — Ô , D €” 
A,DY — w°2P* (s = Lorie rt | 


cr cr co” 
(7.7) 
au _ (< = 0 . 0 
co? c? l 
AFS == ZT: 
(7.8) 
ws =0 = 0 +): 
AY = 42Fs 
| | (7.9) 
2 Lo (;-02) 
Lu 2 —0,—|; 
co 
(ee) 
2(p:F, 2:25) = \ as Fr, 2,5)e77" d= 


(2 = 6, Ÿ,, Y:), 


TM(p, F9, 8) = \ no 


(Rep > 0, ‘Res! < Rep). 


Dép, r, 9,8) = f(pje”e \ ee -rR À = 2f(ple (pu), 


—œ 
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A) = Jp). 6 = [rt ré — 2rrocos(s — )PA, 
wo = pis, 4 = ep — 55 
Ici Æ,(s) est la fonction de Macdonald d'ordre « de l’argument s 
(l'inégalité Re p > 0 découle du fait que l'intégration par rapport 
à + dans la transformation bilatérale de Laplace s’opère en réalité 
pour + > —1,. puisque pour +< —7, la source est inactive). 
Afin de choisir les branches déterminées des fonctions w et %, 
on fait passer des coupures dans le plan s des points s — +? 
(pour z. des points 8 = ++yp) vers l'infini le long des rayons 


arg s = arg p et arg 8 = arg p + x et les branches de w et # sont 
choisies de telle sorte que wo = p et x — yp pour 8 = 0. Il est 


alors facile de vérifier que Re w > 0 et Re z > 0 lorsque ; Res| < 
Re 

u Ensuite, pour résoudre les systèmes (7.1) à (7.9) nous dévelop- 
pons sur le segment 0 < ® & +/l les fonctions ®* et F* en séries 
suivant les cosinus et W# suivant les sinus. Les coefficients de ces 
développements seront obtenus à partir des équations que nous 
établirons en multipliant les équations pour D* et W# de (7.7 

à (7.9) par 21zx-1cos nlo do et l’équation pour ÿ* de (7.8) par 
217" 1sin nlo do, et intégrant par rapport à © de 0 à x/l. Par suite, 
compte tenu des conditions aux limites dans les systèmes (3.7) 
à (7.9), nous obtenons les équations différentielles ordinaires sui- 
vantes du deuxième ordre : 


ES OS en CE 


dr- r dr r° 
Ab = 20; ( = A2) (1.11) 
dans lesquelles on note 
21 ï ce DS ! 
gt = | 1) — Lee |: 
rrT ds ve { c? e 20 
DX(D. 7. 2.8) — : + Ya, cos nls, 
us nr] 
=! 
21 H* à 5) \. 
an = —\®*cos als ds (nn = 0,1,2. ... js 
ns 


YÉ(p.r. ss) — Ÿ b,, sin nlz. 


n 1 
"I 


b, = aa sin nuls ds (n =1,2,5. ...); 


0 
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F2 (D. r, 0,58) — . RS be Cos nlo, 
e: _ nn] 
D,» — = \e cos lo do (n = 0,1,2, ...). 


Resolvant (10) et (7.11) nous obtenons 
An — A, Ku(ro) + B;,lu(ro) + F(r), (7.12) 


Ld 


F\(r) = —Eulro) \ rare (are dz — Intro) \ K(co)fi(x) & da. 
0 r 

by = Co nr 4) + Dasla(rz) (j = 1,2). (7.13) 

Ici Z.(s) est une fonction modifiée de Bessel de première espèce 


d'ordre «. Utilisant les expressions asymptotiques des fonctions 
crlindriques 


pour |8} —> oo, jarg si < 7;2 nous trouvons que F,(r) > 0 pour 
r — co. Les perturbations se propageant à une vitesse finie, nous 
supposons que : D'< cR-1'e-PR|, LA < cR-le-?À| pour À — co, 
où ec ne dépend pas de 7, 9, <. D'où nous obtenons que a, — 0, 
b,,; > O0 pour r — oo. De (7 12) et (7.13) nous trouvons alors 
B, = D,, = 0. Pour déterminer les coefficients 4, et C,, utilisons 
la “condition (:.6). Appliquons à (7.6), où les composantes du vec- 
teur déplacement sont exprimées par (7.2), la transformation bila- 
térale de Laplace par rapport à + et :, développant ensuite sur 
le segment 0 < ? < 7,1 les images u*, u? en série suivant les 
cosinus et «£ en série suivant les sinus. Pour obtenir ces dévelop- 
pements, multiplions les expressions des composantes u* et ui par 
21x71 cos nl do et celle de 7 par 217-1 sin nlo ds et intégr ons-les 
par rapport à » de O0 à -/l. Nous obtenons pour chaque x (n = 0, 
1.2, ...) un système d'équations 


à . dbne 
nr ds me = c+ O(r), 
dr r dr 
Say — %°0,»s = C + O(r) (5 > 0, r — 0), (7.14) 
Un Un NE = 0e 
r dr r 


pour déterminer les coefficients cherchés 4, et C,, (pour nr = 0 le 
système de trois cquations dégénère en un système de deux 
équations pour a, et b,:. car by — 0). Pour déterminer 4, et C,; 

nous aurons besoin des expressions asymptotiques des fonctions 
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crlindriques Z,(s) et K,(s) pour 8 — 0 : 
I{8) = (s/2YJT(1 + à) + O(s***), 
Es) = —-Ins+O(1), X,(s) —s-!+ O(s ins), (7.15) 


os 9 æ 2-2 
2 (8) = T(a)(2/8) + L A RE ESC 
O(s*") (x > 1). 
Des expressions (7.15) on tire les estimations asymptotiques sui- 
vantes pour F,(r) lorsque 


Folr) = 6 + Obr), Fr) = Mr + OU, Lie 


© 
I 
on [(<) ÎT( + ] \Eturñtae dx = 
2 ] | 
=Sfp)Le"/T(] Ktrau) [À | eos 1 8e 
F,(r) = O(r) (n >2 

(pour ? = 1/2 en particulier nous avons F,,(r) = 0, puisque dans 
ce cas fo,(r) = 0). 

Portant (7.12) et (1.13) dans (7.14) et utilisant les estimations 
asymptotiques (7.15) et (7.16), nous établissons que pour x = 0 et 
n > 2 les conditions (%.14) seront satisfaites si l’on pose 4, = C,, = 
= 0. Dans le cas de n — 1 nous obtenons de (%.14) le système 
suivant : 

Sri LE Tyt-l À O(1) = ce + O(r). 
Wy-t = 9(r) = ec + O(r) (2: >0, r — 0). 
Sri — Tyi-1 DL O1) = € + O(r:), 
où l'on note 
S = — 2!-1P(1 + Id ot — Ci 271 + 8C,, 27!], 
T = MI— 22-1170 — D[A,ot + C, xt szC,], (7.17) 
W = 2!-1IP()[ Asset — 22-1C,1. 
De (*.1:) nous trouvons 8 — 0, T — 0, W — 0. ce qui donne 
pour -!,, C,, et C;, les expressions suivantes : 
A, = o! PR tie CUS Ci —= + ?° 871Co 


= 16 {f(p}swlKi(rot) sin [x cos 190 "0 (7.15) 
1° = let + (S+ «2 p°}xl ° 
A l'aide de (5.18) nous obtenons pour ®*, Y* et W* 
_ co 
PDF — _ Fr) + VS F(r) cos nl o + s-142-'ot cos loK (re) Ce 
= 1] 
we = 877 p*-° sin lo Ki(r2)Cio, e 
_, : d (7.19) 
ds = COS lo Kirr)Ce. 
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La somme des termes en F, (n = 0,1, 2....) qui figure dans 
l'expression de ®% est la transformée de Laplace (par rapport 
à + et =) de Ia solution perturbée ®”’ du problème acousti- 
que correspondant (1 = 0) On le démontre en remarquant 
que, premièrement, l'original de cette somme vérifie le système 
(5.7) et que, deuxièmement, pour des f(+) suffisamment régulières, 
il vérifie la condition assurant l’unicité de Lx solution du problème 
acoustique [331 


C++ Lou, GED Loi) (r 0). 
©'° 


or 


Ajoutant donc la transformée de l’onde sphérique incidente et 
appliquant la transformation de Laplace inverse par rapport à 
s et ?, nous obtenons ( ®, — ®, + ®) 
€ +00 b,+100 
D, — ©, + \ e?“dp \ 8-142-CotC À (ro)e ds, 
c —ix &,— 12 


ec +i à +12 
'hbas 0 


y. 2r \ e=p°dp | s-1C.Ki(rz)e= ds. (7.20) 
(2xi} 
Co © b,— 1 
cri b,+io 
= l 2 Do ee | 

Sn \ e*dp \ Ciohi(rrie ds (co >iboi). 

€, b,-ix 
Ici la solution acoustique ®, (D, = ®, + D’), compte tenu des 
résultats rapportés dans [28], peut étre représentée sous la forme 


+0 ur ss 
dem D D( EEE, 9) 


_ \ LS era Q (- + EE ?) dx, (7.21) 
dzl 1—z"r 2% | 
R 


où Q(=. r, 9) est la solution du problème acoustique concernant la 
diffraction d’une onde plane H[-+rcos (5— 9,)]r5" sur le 
coin envisagé, qui, comme il est montré dans [33], peut étre 
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représentée sous la forme 
Q(=, 7, 2) = H{r — =){o(e — ?)H[7 + r cos (9 — 90)] + 
+ (9 — )H[= + r cos (o + o0)hrs + 
+ H(=—r)r ir; {arc tg À, + arc tg à), 
 — (1 — y°l)sinir | 
(1+ y)coslz — 2! cos I(o + 0) 


à __\2 1;2 
lon 
cz) = 1 (loi < +) c(3) = 0 (= <iel <<) 


cf? +271) = 6(2). (9 + 20) = 9 + 90 +27 mil, 
H(x)=1 (x >0) H(x)=0 (rx < 0). 


Le nombre entier m (m = 0. —1) est choisi de façon qu’au point 
considéré de l’espace physique on ait toujours —r/l<(9+0,)*"< 7x/l. 

Comme il découle de (7.20), les termes élastiques supplémen- 
taires ajoutés à la solution acoustique ne disparaissent que pour 
©0 = 7/21 (cas de symétrie par rapport au plan bissecteur du 
coin) et pour ? > 1 (réflexion d'onde sur une paroi plane). Compte 
tenu de (7.20) on peut vérifier qu’au voisinage de l’arête du coin 
les déplacements sont bornés et les contraintes intégrables. 

Effectuant le changement de variable q = s/p et posant b, = 0 
dans l'expression (7.20), on la ramène à la forme 


Ep 
D, = «h cos À TT  ,ptr+=1. dp\ € Ta, 
Ù A 5 Gi) J{p}e p dp\ E(p, q) dq 
A L 
+00 
. si l PTE (p += v > 
Ê— rs | Jp)" p ap | {(p, 9) dg. (7.22) 
= 1 L 
ot 10 
Y, — — \ fpje"o*" dp| L(p, g)a da, 
2=i} 
° — 190 L 


D 2 
2(p. 9) = KiprŸ1 — qg*)(1—ag°)? Mere, 
PTS LE 
Up. 0) = Kiprf ee — EE — 9°) 77 He, 
Î 


M, = Mn. q) = 1K{pr1 — G — g)” sin {x cos lgo__, 
RQ PR RE ete me 
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Le contour Z est montré sur l4 figure 58 où «y = 7/2 — arg p 
et les coupures du plan s se transforment en coupures dans 
le plan qg menées le lons 
de l’axe réel des points + 
et + 1 vers l'infini (avec 
Cgf =;, (1-09) =1 
pour q = 0). 

I1 suffit de considérer 
les formules (5.22) pour 
z > 0, puisque ©, et 
sont des fonctions paires et 
F, une fonction impaire 
de = (ceci est facile à démon- 
trer à l’aide de (%.22)). On 
montre alors que pour 2: >0 
le contour L de l'expres- 

Fig. 58. Contours L; ct Lo. sion de ©, peut être 
déformé en la courbe L,, celui des expressions de %Ÿ, et ‘F. en 
la courbe Z, (fig. 58). Les points de ces courbes vérifient les 
équations 


Imfg—(r+r)(1—49)"*]=0 (pour L,), 


Im [gs — rx? — ge — r0(1 — gP#] = 0 (pour L.). 


Les deux courbes sont symétriques par rapport à l’axe réel et 
admettent les mêmes asymptotes formant les angles + «, avec 
l’axe réel : tga, — — (r + r,)/<. Les points q et g, d’intersection 
de Z, et L, avec l’axe réel sont déterminés respectivement des 
équations 


& + (r + r)(1 — 9 = 0, 
2 QC — PIE ÆrQ(l — PJ = 0. 


La fonction N,(q, :r7) =g —(r +7) (1 — g°)"?, réelle sur la 
courbe L,, admet une valeur maximale au point q € L, : 


N(Qw 27) = — Le + (r + ro) TE. 
D'une manière analogue la fonction 
Mas, = qe — PE — ro (1 — gNA, 
réelle sur L,, admet une valeur maximale au point qe L;: 
N,(q <=r7)=—2R, (R, = RE, r)). 


Les valeurs g et q, tendent vers zéro avec z -> 0 et à la limite les 
courbes L, et L, se transforment en l’axe imaginaire. De ce fait 
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pour =: > 0 les formules (7.22) deviennent 


| x 
1 @ 


* dq (rev (x, g) dx, 
—0 


L_ 
D, = D, + cost 2,0 — q)° 


L 


x 


ul 1 
a \ at) * da \foVtx, o à, 
L, 0 


1 


q dq \re) V(x, q) dx, 


CRE 
TT 


, — cos 16 ant — g°)° 


Li 


(7.23) 
2rro(1 — 4°) 


V(x, q) = Pi-ua[1 EE Ro à 2 Po UE BL Emi 2 P+An rt | 
2rre V (1 — q MY — 9) 


U(z, q) — Piue|1 ne nue os ; 


1 1 
Al si _ an à 
M,=— l'sin {r cos 16,(1 — q°) 


mi rlQ — ge) + QE + Xe — EN] 
= + +g—(r+ro) Vl—4, 
D 7 + ro + ge — rVE — g° — rl 1 — 4°. 


Ici P,_,A(xz) est une fonction de Legendre de première espèce. La 
dérivée f’(z) figurant dans les expressions de ®, et Ÿ, est consi- 
dérée au sens des distributions. Pour l’établissement de (7.23) on 
a utilisé la formule d’inversion 


Kips)K{pg)e" er & 5 Pi g[ EE 1H) 
2Vsq 2sq 


(larg 8] << x, |arg g| < x). 


Remarquons que pour la déduction des relations (7.23) nous 
avons transformé les chemins d'intégration dans le plan gq en les 
contours L, et L, le lons desquels sont réelles respectivement les 
fonctions N,(q, =, ‘+) et LATE z, r). Comme nous voyons, les idées 
de la méthode de Cagniard exposée au $ 4 ont trouvé ici applica- 
tion. La lourdeur des expressions (7.23) n’empêche néanmoins 
pas une étude qualitative des résultats obtenus. De (7.23) .nous 
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trouvons 
si max ÆZ5(g) < O0 (max xo(g) = Togo) = 

= 5 +ro—- [+ (r+r)]"2) alors D, = ©, ; 
si max 2,(g) <0 (max 2(g) = æ(q) = 


= + +ro — R,), alors F, = YF, = 0. 
Par conséquent 


r+ro= (++) <+n=R, 


(b) 


Fig. 59. Domaines perturbés : a) avec ombre; b) sans ombre. 


sont respectivement les équations des fronts d’ondes de diffrac- 
tion longitudinales et transversales. Les domaines perturbés 
dans le plan =: = const (+> (2° + r5)!/2 — r,) avec et sans ombre 
sont montrés sur les figures 59, a et b respectivement, où / B0A— 


= 70%; Z C0A = +0, / 604 =7r+ 0 (les an- 


gles sont relevés à partir du rayon 04 dans le sens antihoruire), 
et les fronts 1 à 5 sont donnés respectivement par les 
expressions : 1) += + r, = R(6), 2) = + ro = R(— 8), 3) = +7, — 
= CT et o a tro k, 5) = +70 = RExjl — 0). 
R(6) = R — [:° — 2rr COs (0 — 6 D) (la coordonnée 
9 est ste à % “ne au rayon OA dans le sens antihoraire, 
8 = 2x — +jl). Dans le plan + = 0 les fronts d'ondes de diftrac- 
tion longitudinales et transversales ont respectivement pour 
équation r = +, r = +/. 

Il convient de noter que la prise en considération des condi- 
tions sur l’arête conduit tout d’abord à une différence qualitative 
entre la solution du problème élastique et celle du problème acous- 
tique correspondant (1 — 0) puisqu’à part l’onde de diffraction 
longitudinale ®, — ®, apparaissent des ondes de diffraction 
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transversales des deux types Ÿ, et Ÿ,, différant par la direction 
de la polarisation du vecteur déplacement. Les perturbations 
complémentaires ©, — ®,. Y, et Ÿ: décrivent l'influence de 
l’élasticité. 

Posant dans les formules (7.22) f(+) — r,H(-+) et faisant tendre 
r, vers l'infini, on peut montrer que Ÿ, —> 0, alors que ®, et Y, 
donnent à la limite la solution du problème concernant la diffrac- 
tion sur le coin d’une onde longitudinale plane en gradin [56] : 


®, = Qui Pr eme [P(= - uP(=)] H(=—r), 


rl + y!) 


y — SEA cos Login 10 | r(=) - up(=)| H(=— r), 
(1 + y°!) ds TT 


où P(x) = [rx + (x —1)/*], ® est la solution du problème 
acoustique correspondant. 
Considérons plus en détail . cas le plus intéressant d'onde 


incidente (7.1), quand f(=) = -- “= -*H(-). La contrainte subit un 


saut fini à 1a traversée du front Re 
[on] = 0ù — 6 = — (à + 2u)ro(= + ro)", 


ñ est la normale au front d'onde et les signes « + » et « — » se rap- 
portent respectivement aux domaines situés en arrière et en avant 
du front d’onde; pour 7, —> æ l’onde considérée se transforme en 
une onde plane de potentiel 


Do—=—— [++ r cos (0, — 6)PHT+ + r eos (0 — B)]. 


L’examen de la solution se linite à la considération du cas 
0 < 0, < +jl — + (cf. figure 59, a) englobant tous les domaines 
possibles de mouvement perturbe : 


domaine d’onde réfléchie 0 <6 < 7 — 8,,[(= + ro)* — z°]/2— 
— Yo LT, 7 LT > R(—-0), 

domaine de diffraction r < 1 + ro) — 2] — r, et 

domaine d’ombre x + 06, < 0 < x/l. 

A la traversée du front d’onde rétléchie 2, au potentiel de 
l'onde incidente s’ajoute le potentiel de l’onde réfléchie 


D=—rolr + ro — R(—06)F Hz + 79 — R(—8)] —————— = 6) 
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et l’on obtient un saut fini de la contrainte normale sur le front 
d’onde réfléchie égal à [o,] = — ry{À + 2h) (+ + ro)” 1, car 0*®/Oün? 
subit une discontinuité. Lors du passage à travers le front d’onde 
de diffraction longitudinale 3 les déformations et, par consé- 
quent, les contraintes sont continues, alors que la dérivée des 
déformations suivant la normale au front 0e,/0n subit une dis- 
continuité de deuxième espèce, car d*®,/0n subit une telle dis- 
continuité. A l’approche du front du côté de la région située en 
avant du front elle admet une singularité de l’ordre de e-1/2. 
Par ailleurs, aussi bien la solution acoustique ®, que le terme 
élastique complémentaire présentent des singularités de l’ordre 
de :72?, Sur le front d’onde transversale 4 les déformations sont 
continues, alors que subissent une discontinuité de deuxième 
espèce les dérivées suivant la normale des composantes de défor- 
mation des./ôn et 0e,./On (où v est compté le long de la ligne 
d’intersection du front de l’onde transversale avec le plan Ü — 
— Const), puisque sur ce front subissent une discontinuité respec- 
tivement les dérivées dY,/0n et 0#,/ünt. A l’approche de 
l'extérieur (+ + r, < R,) ces dérivées sont finies, alors qu’à l’appro- 
che de l’intérieur (+ +r, > K;) elles ont une singularité de 
l’ordre de =-1/2. 

Il apparait de l’étude qu’on vient de faire que la partie complé- 
mentaire élastique de la solution est de même ordre de grandeur 
que la partie diffractionnelle de la solution acoustique non seule- 
ment au voisinage de l’arête du coin, mais aussi à proximite du 
front de l’onde de diffraction &, et le problème élastique ditfère 
donc notablement du problème acoustique non seulement au voisi- 
nage de l’arête du coin mais, en général, dans tout le domaine 
de diffraction 7 + ro < [(= + 10)° — 2° ]}*. 

De la solution obtenue pour les angles d'ouverture du coin 
8 = 27 — xl (12 < l < 1) vérifiant la condition 8 < =, on peut 
obtenir la solution pour les angles d'ouverture B > x. En effet, 
la partie de la solution (7.22) symétrique par rapport au plan bis- 
secteur du coin (que nous notons ® et Ÿ', j = 1,2) vérifie sur 
le plan bissecteur les conditions | 


SP _ yr a _p 

c0 40 
et, par conséquent, donne la solution du problème de diffraction 
d’une onde sphérique élastique sur un coin d’angle d'ouverture 
B, = 2x — x/l, où L, = 21 (1 < 1, < 2). Ici l’angle B, vérifie les 
conditions x & B, < 3x/2. Prenant à nouveau la partie symétri- 
que de la solution pour un coin d’angle d'ouverture 8,, nous obte- 
nons là solution pour l'angle B, = 2x — xl; (2 < l, — 21 < 4), 
vérifiant l'inégalité 3x/2 < B, < 7r/4, et ainsi de suite. Après 
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une #-ième. opération nous obtenons la solution pour l’angle du 


coin B, = 27 — rfi, (2"-1 < 1, = 21 < 2%) vérifiant la condition 
Pie < Pa < 27 ee 


On peut obtenir ainsi la solution pOur tout angle d'ouverture du 
coin B dans les limites de 0 < 6 < 27 et comme il découle de 
[121] les termes complémentaires dans la solution acoustique 
s’annulent. 


$ 8. Interaction de l’onde de eisaillement avee une inelusion 
cylindrique 


Considérons le problème d’action d’une onde de cisaillement 
harmonique plane sur une inclusion cylindrique solide adhérant 
sur une partie de sa surface au milieu élastique [104]. 

Soit dans un espace élastique une cavité cylindrique de rayon 
a, dont l’axe est pris pour l’axe 2 dans les repères cylindrique et 
cartésien. Dans la cavité on insère un cylindre solide de telle 
sorte que sur la partie r — a, |Ô| > œ, — oo <2< co de la 
frontière il y à adhérence et sur la partie restante r — a, |0! < x 
les contraintes s’annulent. 

Supposons qu’à l'infini la solution est de la forme 


wÉ = we tot-irs (e = +) (8.1) 


(les composantes u* et v* s’annulent). Alors pour l’:mplitude 
complexe nous avons à l’infini 


0% — (JA Mist À (8.1') 
Les conditions à l’infini et les conditions aux limites données 
sur la pièce cylindrique impliquent que partout dans le corps 


élastique est non nulle seule la composante w qui doit vérifier 
l'équation 


Pour l’amplitude nous avons respectivement l’équation 


vw kw = 0. (8.2”) 
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Nous chercherons l4 solution du problème posé sous la forme 
eo + w, le déplacement # devant comme auparavant vérifier 
l’équation (8.2) ainsi que les conditions de rayonnement (1.15), 
ch. IT. L'amplitude # peut être recherchée sous la forme d’une 
série : 

_ H® kr co HA) kr 
D = z res + Y A 2 cos n6, (8.3) 


“in 
=,  HS(ka) 


où H®(z) est une fonction de Hankel. 
Nous supposerons que la pièce reste immobile. Dans ce cas 
nous obtenons sur le contour r = a la condition suivante 


w(a, 0) — — w*(a, 0) (x <0< +). (3.4) 
À part cela, naturellement, doit être vérifiée la condition 
7,.(a, 0) = —7;(a, 8) (0<8< x). (S.5) 


Conformément à (8.3) nous obtenons pour 7,.(r, 6) la représen- 
tation 


kHŸ (kr) 
(ka) 


Tr, 0) = — 


Cd kAaGkr) . nHË(kr) 
+19 ce = = s , 6. 8.6 
+ : [ HV (ka) is a eos» (8.6) 


CES | 


À l’aide de (8.3) et (8.6) nous pouvons récrire les conditions aux 
limites (8.4) et (8.5) sous la forme d’équations duules en séries 


kaHWV(ka) , © kar ® 1 (ka) | 
— À purs JE Var” à RES che, Let À ann 2 OS 6 == 
Ra) +$ 47 H (ka) |< Fes 
— ikawge-wes® (0€ 6< «), (8.7) 
A + Ÿ À, COS n0 — — age "#30 (a LO< 7). (3.8) 
fi en ] 


Pour résoudre ces équations nous allons utiliser la solution 
exacte d’une classe spéciale d'équations duales en séries (5.13), 
ch. I. Désignons le premier membre de l’équation (8.7) pour 
œ< 0< + par 


(0) + ikaw, cosBe-‘hscse, 
Ici 7(6) est l’amplitude, sur le contour r=a, a <0< 7%, des 


contraintes tangentielles correspondant au champ de l’onde per- 
turbée. Remplacçons l'égalité (8.7) par l'égalité approchée de là 
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forme (N est un certain nombre donné) 


kaHY kaH (ka) 
EX) a) 


; (1) 
Ea ÿ nA,cosn8 + > A [ae = 2n |cosno sé 
ni:l 9 = |] # 


— ikaw,cosBe-"#0c050 (0 < 6 < x), 


=Ù 1. — (8.9) 
ne” <(8)— ikaw,çcosBe-"#cs9 (x <O< 7). 
Il est utile de noter l'égalité 
: kaHQ 1 (ka) 
in] 22 — 9n| = 0. : 
im [ H(ka) | : er) 


Développant le second membre de (8.9) en série de Fourier, 
nous sommes conduits aux expressions des coefficients 


— kaw,J,(Ka)— x 6) d6, 
FH 


d (ka) _ 
DU 


= — (1 — h.)| Fo cosnt at 
un 


@œ 


— 100 ka *-(—1)"-L"J!(ka)(1 — À) _ —1,2,...N), (8.11) 


me 270 cosnt dt — wka2(—1}-1i"J'(ka) (n>N). 
un n 


Ici on note 
 — kaH 1(ka) — on H (ka) . 
EE kaH?) A),z. 
»+1(Ka) — nHy (Ku) 


Pour la déduction des formules précédentes nous avons utilisé 
l'identité 


LS 
\ cost eos nte-ihs cost dt — 7(—1}"-1i"-1J/(ka). 
O0 
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Portant (8.11) dans l’équation (8.8) et changeant l’ordre d’inté- 
gTation et de sommation, nous obtenons l'égalité 


ACT > nr ue . 2 LL) " ((- 7(t) cos nt dt) cosne — 


CLR CLS! 
a 


= À, + woJ,(ka) + 210,ka ÿ (—i)" — COS 70 — 


nm] 


Jn.1(Ra) 
n 


— 210, ka ÿ (—i + le J'(ka)cosn6. (8.12) 


LE | 


Pour sa déduction nous nous sommes servi de l'identité 


e-‘os0— J (ka) +2 ÿ (—i)" J, (ka) cos n0.. 


fe os | 


Conformément à [40] (cf. $5, ch. I), introduisons de nouvelles 
variables 6 et © d’après les formules 
cos { — 8 + B'cosËE, cos 8 = B + 3’cos », 
(5.13) 


8——(cosz—1). 8° = 1 (cos a+ 1). 


Il est évident que lorsque £Ë et 2 varient entre 0 et x, les variables 
t et 6 varient entre « et ‘7. (8.13) permet d'écrire 


_ _ : 

= — Vcosa— cost. ® ” Jesse ee (8.14) 
ê 

2 sin ea . V2 sin nn 


(x<i<7 a <0< 7). 


La foncticn =({(£)) = peut être développée en série de Fourier 
dans l’intervulle 0< 6 < 7: 


F(t)— = u ÿ ay COS (7 —1)E. (5.15) 


5 ñn il 


Compte tenu de (5.14) nous obtenons 


FT sin — = 


QUI dl —— ps &y COS (n — 1)9: (S.16) 


$ 8] INTERACTION DE L'ONDE DE CISAILLEMENT 201 


où 


1 


Utilisant le développement (8.15) et l'égalité 
cos n{ cos nô 
Ÿ _—_— — 


— À In|cost — cos0| — 
Sp n 2 


1 _ 
= ——Ins iv cosnécosno, 
2 ei n 


on peut représenter le premier terme du second membre de (8.12) 
sous la forme 


—æ 
LU 


æ (+ (S ns à = es 2 COS (0 — 3) x 
x 0 


nv] 


x (508 dE ÿ | dé = a S batm COS (mi — 1)9, (8.17) 


#3 = | n M1 = | 


où 


b, — —Inp”, b,, — _— (nm —=2,9; 52) 
m — 1 


Pour transformer le second terme du second membre de (8.12) 
nous aurons besoin des expressions suivantes : 


n+1 
cos nt = cosnt(é) = Ÿ cl) cos(m—1)6, 


#1 


(8.18) 
n+l 
cos n6 = cos 20(9) = Ÿ cf? cos(m — 1). 
* M] 


Comme 
cos #0 = cos n[arc cos (8 + B’cos2)] = T,(B + 8” cos?), 


où T, (x) est un polynôme de Tchébychev, les coefficients c% peu- 
vent être aisément déterminés à l’aide des expressions appro- 
priées des polynômes T (x). En particulier, pour x = 1 et n =2 
vous obtenons 


es, ep, d=(28—1+8%, 488, ep. 
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Donc, compte tenu de (8.18) et (8.15) nous aurons 


= (7 cos nt dt — 2 | Ep) cos nt(£) dé — 
TU La dé 
a [) 
n+1 | 
= € ÿ, cac"), €] — £;—=1 (7 =2, 3, . ) (8.19) 
j=i 


Portant (8.17) et (8.19) dans (8.12) et utilisant (8.18), nous écri- 
vons l'équation (8.12) sous la forme 


œ N+1 pN=i 
Y Omtm COS(M — 1)9 — Y, y, 2Dyn Jeos(rr — l)9 — 


M = 1 mul \J=1 
= 2 [A + woo(ha)] + EE Ÿ P, cos (m — 1)p— 
a #8 nn | 
MS Q,Cos(m—l)o. (5.20) 
m1 
On note ici 


N 
— 
D — Ty D — — con, 


CES | 


= > (—i" À J,-1(ka) de, 


fin! 


FREE 5 (—iy le = kaJ (ka) ce. 
fm! 
La variable © variant entre 0 et 7, l’égalité (8.20) nous fournit 
un système de N + 1 équations pour déterminer les constantes «,, : 


[/2N 28 SE SE «Dr = _ (Q us .) + (= Jotka) + — e)s. 


je] 
(m—1,2,...,N +1), du — 1: Sim — 0 (m — 2,3,...), 
(8.21) 
buam—=—2 —P, (m>N +1). 
a 
Portant (8.15) dans (8.11) nous obtenons 
A. J,(Ka)Ho (Ka) __ , __Ho (Ka) : (8.22) 


H(ka) kaH{° (ka) 
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Compte tenu de (8.22), le système (8.21) prend la forme 


N=1 
Lx Xn ÿ, D 7 2 (9m En Puy) + 
j=1 
u J,(ka)H$ (ka) 
Tan J ka a EE e 2 
+ u | ol ) H{° (ka) Ôjun (8 3) 
Ici 
, Ho _Ho (ka) 
b — — In 
: BC Ga kaH{V (ka) 
0 = D; —= Que = 2,,3,...,. N + 1). 
m — 1 


La solution ainsi construite des équations duales (8.7), (8.8) est 
approchée et dépend du nombre NV. Il est évident qu’avec l’ac- 
eroissement de Y cette solution approchée peut être rendue aussi 
proche que l’on veut de la solution exatte. 

Présente de l’intérét la connaissance du coefficient dynamique 
d'intensité des contraintes au sommet de la fissure passant par 
la frontière de séparation de la pièce solide et du milieu élastique. 

J1 est aisé de voir que la partie de l’expression du champ 
global des contraintes qui contient une singularité se détermine 
par la relation (8.16). Donc, le coefficient dynamique d’intensité 
des contraintes 
K, — K; + i1K; = 


= V?ra lim [VO —27(0)] = 
= A} x at = ES ae (8.24) 


COPER | 


Sur la figure 60 sont repré- 
sentés les résultats du calcul de la 


: 0 
grandeur K* — Sal © en fonc- 1,0 | 20 
aŸ2ra Do ka 
tion du nombre d’onde adimen- Fig. 60. Le cocfficient X* en fonction 
sionnel La pour & = «&, = x/t ct LS 
æ = à = %/18. La courbe rapportée pour x — 7/4 accuse un 


maximum pour £a = 1.25, ce qui est caractéristique pour les 
problèmes de ce type [40, 139]. 


$ 9. Torsion et extension d’un evlindre à coupure extérieure 
annulaire 


1. Considérons un cylindre circulaire plein de rayon unité 
avant une entaille annulaire de diamètre intérieur 2a soumis à 
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l’action de deux couples de torsion opposés M (fig. 61) [60]. Le 
cylindre est reporté à un repère cylindrique (7, 6, z) ayant son centre 
dans le plan de la coupure. La surface 
latérale du cylindre et la surface de la 

coupure sont supposées libres. 
Les contraintes tangentielles qui figu- 
rent dans la solution élémentaire du 


: : problème sur la torsion d’un arbre de rayon 
 — -— unité s'expriment de la façon suivante : 
ri = Tr, = 0. (9.1) 


Fig. 61. Cylindre à Pour que soit réalisée l'hypothèse selon 

Le ne il laquelle là surface de la coupure est libre 

de contraintes il faut considérer un état 

de contrainte complémentaire qui ne dépend pas de la coordonnée 

angulaire 6 et se caractérise par la seule composante des déplace- 
ments we — #(r,:) £ 0 vérifiant l’équation 


Te 5); (9.2) 


ér* r ér r° &=" 
Les contraintes tangentielles se déterminent par les formules 


cu A u 
Te = u—, Te = (+ ES Fs + (9.3) 
= © 


Considérons un cylindre semi-infini (z > 0) et représentons la 
solution de l’équation (9.2) sous la forme 


u(r, 2) =2Ÿ Pr) eh. (9.4) 
fm] 


Ici J,(à, 2) est une fonction de Bessel de première espèce, 7, les 
racines de l’équation 


ATX n) — Dis) = — AT An) = 0. 
Les contraintes tangentielles sont nulles sur la surface latérale 


et se déterminent sur la base : — O0 selon (9.3), (9.4) de la 
manière suivante 


Dept oY BJUNT), 5 =0. (9.5) 


be) 
€= ñn =] 
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Les conditions aux limites dans le plan : = 0 sont : 
Ton (r; 0) = — r62(r,0) (a<r< 1), 


(9.6) 
u(r,0)=0 (0<7r< a). 


Les relations (9.4), (9.5) associées à ces conditions aux limites 
nous conduisent aux équations duales en séries 


© Ba … - 
à 7 107) —0 (0<r<a) (9.7) 
$ BJi(ur)= Mr (a<r<1) @.s) 
nn = ] n°2 


Conformément à [147], posons 


_ M < — __ 9{| 304, 
r rà B,J (er) Fs \ Ta (r <a). (9.9) 

A l’aide des égalités (9.8), (9.9) nous trouvons alors 
B, = 2J; *0,)| gt sin (A,4) du, (9.10) 

[e 
= — s(« (u) du. (9.11) 
TU 
0 


La fonction g(u) vérifie l'équation intégrale de Fredholm de deuxiè- 
me espèce à noyau symétrique 


gt) = \stu) Kqu,  àt+ + \ rot du, (9.12) 


K(u, t) = _ \ — [8 ut I,(y) — sh(ty) sh(uy)] dy. (9.13) 
0 


Ici ZI, (y), K,(y) sont des fonctions modifiées de Bessel, respecti- 
vement de première et de deuxième espèce. 

Utilisant les développements en séries de puissances des fonc- 
tions sh(ty}), sh(uy) et Z.(y), représentons le noyau de l’équation 
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(9.12) sous la forme 


Hu, 1) = — Ÿ PA bersa(t), (9.14) 


hk.-0 


uz%-1 i 
AE > Léa 1)!  2%-%n—1)! sl d 


(9.15) 
1 TT nt 02773 
b, = \ = (k =1,2, ...), 
ok+1(t) CK+ 1): 2 (on — 3)! ( , =; }. 
= + pmgy (n—=2,3 ...). (9.16) 
7° T:(y) 
0 


Tenant compte du développement (9.14) nous chercherons la 
solution de l’équation intégrale (9.12) sous la forme 


g(t) = C{a) À Ponri tt. (9.17) 


7 = 0 


Les constantes P..,., figurant dans (9.17) sont tirées de la solution 
du système infini d'équations algébriques 


P ou +1 = ÿ, Por+1Cor+1. 2m +1 + (ni = 0, 1. 2 ne .). (9.15) 
k=0 
Ici 
Cor+1,1 er 
aà+20+1 a2k+3 
RU | 
n.-2 (2k + 2n + 1)2n — 1)!  2#-3(2k+3)(n—1)!(n+1): 
(9.19) 


Cor+1,°n+1 HE 
a 


1 _ x a£+=s-1 
u*5+1 pb, u) du = .- RL Au RER 
=| 2m +1(4) Can 2 rer D 3)! 


0 


1, m—0 
ke — 0,1,2,...: m—1.2,3.... à, — à - 
( 2 2 2 ? à 2 ; ) D m = 1, ?, _ 


La constante C(a) est déterminée de l’égalité (9.11) et du déve- 
loppement (9.17); 
an+3 M 


C(a) Pa (9.20) 
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Le système (9.18) est quasi résulier (cf. $ 15, ch.I). Pour le mon- 
trer, démontrons tout d’abord que 


limb,,4(u) = 0 (0 < uw < 1). (9.21) 
mi — CO 
Portons l'expression des coefficients «, dans la série déterminant 


Dan +114) et changeons l’ordre de sommation et d'intégration. Nous 
obtenons 


œ 
4 _K:(y) 
b, EE m+1 sh{uy) d' — 1,2, ...). 
om +1(%) nr er on y sh(uy) dy (m = 1,2, ...) 
0 


Les développements asymptotiques pour les fonctions modifiées 
de Bessel donnent d'autre part pour de grands m 


2 15(2 — u) 225(2 — u)° 
Don : ee 1 RENTE Cd rs, DR UE 
eh +] (ue) r(2 ou u}°" à sd 4(2m + 1) E 32 (2m+1)2m | 


: 2 Ê LIS@+u) | 260 +uÿ | . (9.29) 
x(2 + u)°+rl 4(m +1)  32(2m+ 1)2m 
D'où découle (9.21). 
Notons que les valeurs des «x, pour de grands n peuvent égale- 
ment être déterminées ds la enr asymptotique 


ent 2 9 
DR -1 À rs 4 FA ‘32 ps (n — 1)2n) =D | Sen) 


Dans le tableau 2 sont données les valeurs des «,, n = 2 à 
15, calculées d’après (9.16) (première ligne) et (9.23). 


93 


Tableau 2 
2 | 3 | 4 | S | 6 | 7 | 8 
| 
117-107! | 297 -10-1 276 498 -101 | 142-103 | 587-104 326 -10% 
80 -10-1 | 974 -10-1 267 | 489-101 | 141-103 15 584-10* } 327-10* 
. 9 es | | |. De : FD 12 — 13 | 14 FE 15. De. 
| 235-108 212-1019 | 235-1012 | 312-1014 | 490-1016 | 894.1018 | 189-1072 
| 237-109 216-1029 | 241-1012 | 323-101 | 511-1019 | 946-1018 | 202-107 


On voit que pour # > 5 les valeurs exactes et asymptotiques 
diffèrent de façon insignifiante. 
Estimant les coefficients du système infini (9.18), nous trouvons 
SE +3 
| Cor +1,2m+11< | Dem+1(@&) |  - (0<a< a<1). 
Par conséquent, 


Sam+1 — > | Cox, ml [Oem+1(@)1} In (1 — a) + af]. (9.24) 


À on ] 


208 TRANSFORMATIONS INTÉGRALES (CH. VI 


On tire des relations (9.23), (9.24) qu’à partir d’un certain 
numéro m — m’ à lieu l’inégalité 
Sont < 1, m > m'. 
Le système (9.18) est donc quasi régulier pour 0 < a < 1 et la 
constante m’ est d'autant plus grande que «a est proche de 1. 


Afin de déterminer les contraintes tangentielles sur le prolon- 
gement de la coupure utilisons les relations (9.5), (9.9) : 


2 
Sr, = — Er + Du ÂROÉ <a. (9.25) 
A 


r 


Portant les expressions (9.17), (9.20) dans (9.25) on peut montrer 
que la contrainte tangentielle -{? présente sur le prolongement 
de la coupure une singularité de la forme suivante : 


=0(r, 0) = — re SO Pensiri"tit ... (r<a) (9.26) 
7 m=0 


Compte tenu de (9.26), déterminons le coefficient d'intensité des 
contraintes au sommet de la coupure : 


Eau = Him(V2r (@ — #3 sfr, O=—2ul/ ga) (r< a). (9.27) 
Utilisant le développement (9.17), on peut écrire 


Ein — _ D Pant10%%%1] X 
4)ra 


M = 0 
KT p.27 ù (9.28) 
pa ms) * (92 


Sur la figure 62 par une 
ligne continue est représentée 
la dépendance du moment H*— 
= 34 Mr-WV2R-NK5S par rap- 
port au rayon adimensionnel 
a — a/R du sommet de la fissure 
(R est le rayon du cylindre 
introduit à la place du rayon 
unité). 

° 0,4 08 « Nous nb que Pour de 
je 62. : . petits a (fissure annulaire pro- 
Fig. 62. ie re fonction de fonde) P, = 1, Ps — 0 (& — 
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= 1,2, ...), et (9.28) donne lieu à l'égalité approximative 
suivante : 


En” _. Mz-Wa-s2, (9.29) 


Ce résultat (ligne en pointillé sur la figure 62) découle de la 
solution de Neuber [97] du problème de torsion d’un corps de 
révolution à rainure extérieure. 

Le cas de rainures de petite profondeur sur la surface du 
cylindre peut, au contraire, être 
assimilé au demi-plan avec une 
coupure émergeant sur sa frontière, 
dans des conditions d’une défor- 
mation antiplane (fig. 63). Les 
conditions aux limites sont «lors : 


%.: = 0 (x = 0), u = 0 
(y =0, 1—-a< x), 
(9.30) 
2M 
23 RE (1 = x) 


Yy=0, 0<r<1—a). Fig. 63. Demi-plan présentant une 


4 se coupurc. 
La dernière condition correspond d 


aux contraintes (avec le signe 
contraire) s’exerçant à l'endroit d’une rainure peu profonde lors 
d’une torsion d’un cylindre plein de rayon unité. 

Représentons les composantes des déplacements et des 
contraintes sous la forme suivante : 


u(X, y) = | 0e» cos À zx dx, 
(U 
œ 
se — A AA(A) e-W sin } x dÀ, 
0 


œo 
RE \ AA(A) e-# cos Àx dÀ. 
[e) 
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JIntégrant +. par rapport à x pour les conditions aux limites 
(9.30) nous obtenons : 


æ D 
rs = 


A) sin x = À (7 + (O<r<1— a) 


A(2)cos ATdA=0 (r>1— a). 


LS CR 


‘Introduisons une nouvelle fonction inconnue Z{(t) : 


1-4 


A(à) = \ L{t) JA) dt. 


Alors 


T 


Los (=) mo (2e) 
Vz: — re TL 2 2 ”_ 


0 
(Ts 0) = — _ \ A(2.) sin? x d?. — 
0 


l-a 


= —4 = \ LD [| 7.0 sinx à] dt = 
z 
0 


U 


‘Compte tenu de (9.31) l'expression des contraintes tangentielles 
sur le prolongement de la coupure s'écrit 


2Mzx 2(1 — a) ; 
rc T EE — - . cs Er e. 9. 
a(x, 0) rV23(1 — a} [: 7 | : ÉE p 


Ici sont négligés les termes tendant vers une limite finie pour 
-æ — 1 — a. Compte tenu de (9.32) le coefficient d'intensité des 
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0) — 24 [1 Die | 
Dans le cas limite il en résulte 


qe — __3M 3 a 
7 4YrKinc  8V1— af1 — 2x71(1 — a)] (- | R ]: ee 
Sur la figure 62 la relation (9.34) est représentée en trait inter- 
rompu mixte; À est la dimension caractéristique introduite à la 
place de lunité. 
Réunissant toutes les trois solutions: exacte (9.27), (9.29) pour 
une coupure profonde et (9.33) pour une petite rainure, nous 
pouvons écrire : 


Knr = Ton TRE &) ox = — à — 


contraintes est égal à : 


. (9.35} 
F(z) = + x(M*)-1 (solution exacte), 
F(x) = F,{x) — _ a? (coupure profonde), 


Fa) = F(x) = 241 — 2)? [1 — + (1 — | (petite rainur e). 


Dans le tableau 3 sont représentées les valeurs de F(a), F{«x), 
Fi 2). 


Tableau 3 

x | 0.1 0.3 0,9 u,6 0,7 
F(2) 107 0,119 0), 206 0, 264 0,288 0,286 
Fx(z) 102 U. 118 0.205 0,265 0, 290 0,313 

F 4(2) 103 si = à … 

C2 0,8 0.85 0,9 5 1 

F(2) 103 0,274 0, 243 0,231 0,210 0 
Fyi2) 10° 0, 336 Es = _ _ 

EF 4(2) 10% _ 0,221 0.218 0, 20° 0 


2. Considérons le cas de la traction axiale par la force P = q7k* 
d’un cylindre de rayon unité présentant une coupure annulaire 
(cf. fig. 61). Cherchons une solution approchée du problème donné 
en supposant que la surface de la coupure est libre et que sur la 
surface latérale du cylindre les contraintes tangentielles et les 
déplacements radiaux sont nuls. Le problème est à symétrie axiale 
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et l’état de contrainte au voisinage de la coupure peut être obtenu 
de la considération d’un cylindre semi-infini z > 0, la base : — 
duquel est soumise aux conditions : 

Tr, 0)=0 (0<Tr<a), u.(r, 0) =0 (0 < 7r< a) 

6(r,0)=—qg (a<r< 1). 

Dans ce cas les composantes des déplacements et des contraintes 
peuvent être exprimées par une fonction harmonique prise de 
(5.45), (5.46), ch. III, en posant d — —(1— 2%) 19, 04/0: — 


= 


(9.36) 


Prenant en considération les conditions pour : —> © et la symé- 
trie axiale, nous choisissons la fonction harmonique sous la forme 


Ur, t)= À 23° Lu o( ar) 7. (9.33) 
fon 
Ici À, sont les racines de l’équation J65(?.,) — 0. Il en résulte qu’on 
doit avoir sur la surface latérale du cylindre 
=,.(1,:) =0, u,(1, 2) = 0. (9.39) 
Vérifiant les conditions (9.36) nous obtenons les équations duales 
en séries 


Ÿ Az! AJ (ur) = 0 (0 < r<a), 


É (9.10) 
SE _ 4 
2 À, Jo{ AT) = " (a<r< 1). 
Posons 
LIL ___ 1 à ( ou ; | 
2u F2 A, JT) r ér \;e Fe (0 &<T < &). (9. 1) 


Lé 


La seconde équation (9.40) et l’équation (9.41) impliquent 


À, = 2J5 2)| 65 cos (>,t) dt, (9.42) 


U 


\ so dt= — : (9.43) 
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Portant l’expression (9.12) dans la première équation (9.40) et 
tenant compte des relations obtenues dans [147], nous trouvons 


g(t) = \ gt xt ut, t) du + Es A0 du, (9.44) 


Eu, t) — {se L2L(9) — y ch(uy) ch (ty)]dy. (9.45) 


0 


La relation (9.44) est une équation intégrale de Fredholm de deu- 
xième espèce pour g(t). Pour résoudre cette équation utilisons la 
représentation du noyau (9.45) sous la forme d’une série de puis- 
sances 


Au, t) — Ÿ b. (ue) 1°. (9.46) 


m =0 


Ici 
b{u) = [7- > s LR = 


TT . d (9.47) 
mn Le Le Tamiss se UT seu” = 22 a D 
ben(t) = = à (2m)! (5 — 2)! (om = 1,2, ) 


a Tes 
2 Ds 1(s L 1)!” 


$S=] 


1 — RQ pr d 
Ji(y) 
[e) 


(les valeurs numériques de T, sont données dans [143|). 
Cherchant la solution de l’équation (9.44) sous la forme 


g(t) = Ca) » Qu 1°”; (9.13) 


nous obtenons pour déterminer les coefficients Q., un système 
infini d'équations algébriques 


Qom — Ÿ, Qor Cor, om + on (m = 0,1,2,...). (9.49) 
k=0 
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Ici 
Green Te à 
, 72 2k+1 722 1 (2s)! (25 + 2% + 1) 
(& = 0; 1,2;..:) 
Cox om —= — 4 Ÿ Tomsas-202872571 | 
| 7 1 (@mM)!(2s — 2) !(2k + 2s — 1) 


(k = 0,1,2, ...; m — 1,2,3, ...). 


Le système (9.49) est quasi régulier pour 0 < a < 1. Ceci suit: 
des expressions «asymptotiques des fonctions b..(#) pour de 
uTands M : 


2 12 9 (2— uÿ 
CO ere) ÉD trs 2 + + CT +..]+ 


2m 32 (2m — 1)2m 


2 … + 2 Et 9 (2 -+ u} 
+ ——— |]1+— + ———— +... 
" +2 + uÿ®ri | ii 4 2m 32 (2m — 1)}2m + | 
(0 &< uw < 1) 
et des estimations 


[Cor 2m | lÜsm() | (O0<a <a<l),:: 


oo 
' 1 
Som+1 — Y | Car, omi < " LZA CAN In - 


Ainsi, à partir d’un certain numéro m — m', on a l’inépalité 


Indiquons ici une formule asymptotique permettant de détermi- 
ner les coefficients T, pour de grands ” : 


=) 9 PE L: =: 
PR [2 Prin te 


Pour nr > S. les valeurs de T, calculées d’après cette formule 
différent de moins de 1,1 % de leurs valeurs exactes. 

La constante C(a) sera définie de façon à vérifier là condition 
(9.43). Nous avons É 


C{a) = ne D À On = Es 1: (9.50) 


me 0 = 
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Les contraintes normales dans le plan z — 0 sur le prolongement 
de la coupure seront déterminées par la formule 


Gr, 0) = — 2u Ÿ À nd 0 (7) = 


# = 


= or — (<a). (951) 


r 


Portons (9.48) dans (9.51) et déterminons la singularité des con- 
traintes «u sommet de la coupure. Nous obtenons 


Ga(r, 0) = — 


2GC(a) L ÿ QT" +... (r<a). (9.52) 


VÆ—r Lo er 


Ici sont négligés les termes bornés pour r — a. 

La formule (9.52) permet de déterminer le coefficient d’inten- 
sité des contraintes Æ, et la quantité Q,. proportionnelle à la 
charge critique : 


K; — V2xlim[Va — r6.(r, 0)] = — 2G E g(a) (r <a), 
ra a _ 
Q = 2qR 2-2. 9e) 


Compte tenu de (9.50) pour la constante C(a), écrivons l'expres- 
sion du coefficient d'intensité des contraintes dans le cas d’un 
cylindre de ravon À : 


Ki — 2 D Qu #5" ][ $ Qon 


Pour de petites valeurs de « nous 
avons Q, 1, Qom0 (m = 1,2, ...) 
et de la relation (9.54) nous déduisons 


K,- _ qUrRa-t2. 


Ce résultat découle de la solution de 
Neuber [97] relative au problème 
d'extension d’un espace comportant 
une fente extérieure. 

Sur la figure 64 est montrée la 
quantité (9 R en fonction de la distance Fig. 64. Quantité Qr cn fonction 
au sommet de la coupure x — a’. de & = a/R. 
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$ 10. Problème de l’électroëélastieité pour 
un cylindre à revètement électrocondueteur 


Considérons le problème statique de Ll’électroëlasticité concer:- 
nant un cylindre de rayon a (fig. 65) avec un revêtement conduc- 
teur sur $sa partie r = a, 
Cylindre Revetement — 6,< 6< 9, [102] Le 
piézo-électrique electroconducteur cylindre est fait dans un 
matériau  transversalement 
isotrope du trpe d’un cristal 
du systeme hexagonal ou 
d’une céramique piézo-élec- 
trique polarisée suivant l’axe 
du cylindre. 

L'étude des équations 
yénérales du milieu piézo- 
électrique montre que pour les 
cristaux de classe 6mm exis- 
tent des ondes électro-élasti- 
ques liées de cisaillement. 
Fig. 65. Cylindre à revètement électrocon- Pour ces ondes, dans le 

ducteur. vecteur déplacement mécani- 

que, seule est non nulle la 

composante #. parallèle à l’axe du cylindre, #, — #.(r. 0). Les 

composantes non nulles du vecteur intensité du champ électrique 
sont E,(r, 9), Eo(r, 0). 

Supposant toutes les composantes du champ électro-élastique 
indépendantes de la coordonnée : et du temps ft, écrivons le 
système fondamental d'équations, constitué des équations d’équi- 
libre, d’électrostatique et des équations d’état (5.17), ch. IT: 


ÊTrs Ne des e 1 =. = 0, (10.1) 
or r G= r 
+ Lp,+teo, C9, (10.2) 
cr r r «0 cr: <0r 
1 Cu 
.=Cuyl——<l—e…,,.E 
6: 1 £ a) 15 07 
(10.3) 
re = Cy — — 5 Er 
cr 


cllz 
D, = €is 


1 çu | 
+ EE, Do = 5 SET + sh E°- 
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«i 


Introduisons le potentiel électrique 


E,=-<%;, E=-<+. (10.4) 


Des équations (10.1) et (10.2). compte tenu de (10.3). il résulte 


CV: + es V9 = U, esVU, —en V2 = 0, : 
_e : da (10.5) 
€ 1 & 


ve = —— ss ——— 


êr* r êr rm c0° 


Donc pour résoudre le problème posé il nous faut connaitre dans 
le domaine 0 <r < a deux fonctions harmoniques #, et © 
pour des conditions appropriées sur la frontière 7 = a. 
Supposons que la déformation du cylindre piézo-électrique est 
due à l’action d’un potentiel électrique s’exerçant sur l’électrode 
a la partie r—=a, — 6, < 6 < 6, du cylindre (cf. fig. 
65) et que la partie restante de sa surface fait frontière avec le 
vacuum. Si les charges mécaniques ne s’exercent pas sur là surface 
r = a et si l’électrode est considérée comme une couche conduc- 
trice infiniment mince, alors, compte tenu de la symétrie par rap- 
port à l’axe x, les conditions aux limites pour les fonctions #, 
et o s’écriront 


= e ' 
Srdeee = (eu ÉE + es 2) 0 (0<0<7+)} (106) 


?(a, 0) = pY(a. 0) (86, < O0 < =), (10.7) 
o(a; 0) — = (0 < 0 < 6), (10.8) 
D (a. 8) — Da, 8) (6, < 8 < 7). (10.9) 


Ici o*(r, 6) est le potentiel électrique du vacuum, D}(r, ©) — 
= —©) 2e” ja composante radiale du vecteur induction électrique dans 
or 


: 0? | 
le vacuum, €, la constante electrique (: = ES Des condi- 
2 
tions (10.6) et (10.9) nous obtenons. 
(1 =) 2 = DR (8, <0 < =), 
Dome CN ET |onn 

2 es 

me (10.10) 


at 
Cat 
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Ainsi, dans le cas donné le problème lié d’électroélasticité se décom- 
pose en deux, c’est-à-dire qu’on peut tout d’abord déterminer les 
potentiels électriques © et 2* à partir des conditions mixtes 
(10.7), (10.8), (10.10) et ensuite trouver la fonction harmonique 
u. en utilisant la condition (10.6). 

Représentons les fonctions harmoniques u., 7, z* comme 
développements en série 


u.(r, 0) — Ÿ A ( 1 cosn0 (0$& r < a), (10.11) 


n°1 


o (r, 0) — > B,( |'cos n0 (0<r<a), (10.12) 
ns] 


D%(r. 9) = Délnf +È cafe J'cos ne (æ < r < oo). (10.13) 


n >» | 


Notons que le premier terme du développement (10.13) tient 
compte du caractère illimité du potentiel électrostatique du 
problème plan à l'infini [155 

Portant les dévélonnemente (10.12), (10.13) dans les condi- 
tions (10.7), (10.8), (10.10), nous obtenons les égalités 


C, = B, (10.14) 


et les équations duales en séries 


Ÿ Bicosn0 = go (0 & 0 < 6)» (10.15} 


nn 1 


So + Y nB, cos n0 — 0 (8, <0 < >), 


CES | 


Dotolt;; 


+ RE SR À HO 
D (1 + KE + get) 


(10.16) 


pour déterminer les constantes B,. Supposant 


D?+ Ÿ nB,cosn0 —f(8) (0<0 <0,) (10.17) 


LES | 
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des égalités (10.16) et (10.17) nous obtenons 


0, ee 
DS =— MELE nB, =+ | f(é) cos n6d£. (10.13) 
0 0 


Portant (10.18) dans (10.15), puis intervertissant l’ordre d'inte- 
gration et de sommation nous obtenons une équation intégrale pour 
la fonction f(06) : 


(+ > ar LL = > (0<8 <8,). 
Hi 


0 


L'intégrale est de noyau sommable 


œo > 
y SSP — _ 1 [2 (cos8 — osé). (10.19) 
La n 1 1 # 


de sorte que 


— _ | In|2(cos9 — cos)! d& = 9, (0 <8 <86,). (10.20) 
0 
Pour résoudre l'équation (10.20) introduisons de nouvelles varia- 
bles E,, 0,: 
cos 0 = œ + 3 cos 0,, cos Ë = x + 2 cos 6, (10.21) 


Ici « — cos*(0,/2), 8 = sin*(6,/2) et lorsque les varixbles 6, & va- 
rient entre 0 et 6,, les variables 6,, &, varient entre 0 et +. Compte 
tenu de (10.21) l’équation (10.20) prend la forme 


LT fe) 4 29 — 
AE LILE 


0 


- In|2(cos8, — cos 2,) di: —=2 (10.22 


(0< 0, < x), 


Î(E) = flare cos(x + 8 cos &,)]. 
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Représentant la fonction j(E,) A sous forme de serie 
, 1 . 


ÎE) = a+ Sas cosnE, 


fm | 


et utilisant le développement (10.19), de l'égalité (10.22) nous 
trouvons 


—an28 = 9y 4—=0 (n—1,2, ...). (10.23) 


La solution de l'équation intégrale (10.20) est donc 


. VT cos < 
#\ LPO 9 
JE) = & Re TA (10.24) 


Portant (10.24) dans (10.18), nous obtenons 


6 ë = 
2 V3 | cos n3 dé 


Y cosë — cos 0, 


— — : [P,-1(co50,) + P,(cos65)]. (10.25) 
= In 2? 


Ici P,(:) est un polynôme de Legendre. 
Les potentiels électriques du cylindre piézo-électrique et du 
vacuum se détermineront donc par les formules 


o(r, 0) = Re Y (<) 2 (10.26) 
OL si 1 

Or, 6) = — CFE) _ 9e jn (2) 

Su À leu = In 28 a 


— —% Ç Pis cos An. (10.27) 


7 in 23 er r n 
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Utilisant la condition (10.6) nous trouvons de (10.26) la composante 
uw, du vecteur déplacement mécanique : 


CUz = Cas c9 


or (70 Css cr fa 


= 3% 1 © [P,_.(cos 8,)-+P,(cos &)], 
1 


Cu In 23 a 1 


d’où à l’aide de (10.11) nous obtenons 


4. C1sPn  [Pn-1(cos 0) + P,(cos 0,)] ; 
Cu=in28 n 


(10.28) 


u.(r, 0) = -H% (=) [Pn-(cos 0) + Pa(cos Go) 


cuzin28 ,Æ, \ a n 


cos à 6. (10.29) 


Les formules (10.26), (10.27), (10.29) permettent de déterminer 
toutes les composantes du champ électroélastique du système 
considéré. Notons un fait intéressant, consistant en ce que, vu 
l’égalité 


les composantes des contraintes ce,, 5. sont nulles partout dans 
le cylindre, tandis que les composantes du vecteur déplacement: 
électrique sont 


D, = —:(1+#) € — 


cr 


# +1 © n—1 
= Un Ÿ 5 [Pa-,(cos 0,) + P,(cos 6,)]cos #0, (10.30) 
azin23 Çj=,\a 


De = —chf1 + 47) = 


r c0 


2 , pas © n—1 
— Huet 5°) #) [P,-,(cos 6,) +P,(cos6,)]sin n€. 


acin23 Æ,\a 
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Les développements [9] 


D) [P,-1(cos8,) + P,(cos6,)]cos n0 = 


#3 =] 
1. [res (cosû — cos0,)-!/* (6< 6,), 
0 (9> 60) ; 


S [P,-1(c050,) + P,(cos6,)]sin nô — 


fn 1 
= [or ont — cos0)-1"? (0 86,), 
0 


(8< 6) 


permettent d’obtenir les composantes D,, D, sur la surface du 
cylindre : 


Dia, 0) = BHO 1 + VZ cos À (cos0 — cosb,)-"*] (0<0,), 


ar In 23 
D(a, 6) = 0; (10.31) 
11901 + À 
D,(a, 8) = — in (8>6,), 
D{a, 0) — — HE VE cos — (cos 0, — cos 6)-!?. 


Utilisant (10.27), déterminons les expressions de Ia densité des 
charges électriques sur l’électrode 


48) = De(a, 8) — DA{a, 0) = — 5 22) — Dia, 0) = 
n(ire+i) 
P0€11 1 + k° + at 
it 


2 $) 
7 [2 —_ V3 cos  (cos0 — cos6,)-!?] (10.32) 
ar In 28 ” 


(0<& 80<6,). 
Sur la figure 66 est montrée la relation 


g*(6 — (8) ar In 2 
PEl1(1 ++ E0/€11) 


pour 6, = x/4, 0<6<6,. 
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Pour calculer la somme entrant dans (10.29) nous nous servons 
de là représentation intégrale suivante : 


VE à cos ñn9 cos bc do 
y(cos 8) = P,-,(c0s0,)+P,(cos 6) = À juil m3 (10.33) 


Vcoso — cos 6, 


Fig. 66. Densité des charges électriques g* en 
fonction de l’angle 0. 


Intervertissant l’ordre de sommation et d’intégration dans (10.29} 
nous obtenons 


u.(r, 0) = 


? 
cos —— 
2 


58 EE (5 (£) cos no cos *) FEES 
ur 7 } Fcos g — cos6, \n-1\ "1 7 


à 
: as cs 90 V2 V2 cos + œo r n cos n(o h 0) 
E Cyr In TE In 28 Eu > (<) n + 


Vos & — cos 8, \n- 
+ > (£ | 6 2] de. 


nm) 
Les séries figurant dans la dernière expression se laissent sommer, 
puisque 
SO  ,n 
re —in(l + p*—2p cos B). 


CES 
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Par conséquent, 


€1s P 5 er 
6) = —-51— 2 —9 e 
4e, 0) ST DL pcos(? +6)) x 
0 


X(L Hp? — 2ocos(2 —06))]do. (10.34) 
Faisant dans l'intégrale (10.34) le changement de variable 
+ = arc Sin (si £ /sn æ) 


nous obtenons la représentation du déplacement #. sous la forme : 
U:(6; 0) = 


C15P0 oi a | D). n% 0, 0 n 
— — mn n ) _ — OS () 1 — 2 n° ——— ur à eu— 
PRE l | + 6 COS sl : SN”, ] 
0 


— 169* sin°6sin° _ sin*- (: — sin° À. Sin* + }fe- (10.35) 


Les figures 67 et 68 montrent le déplacement 
+ _ uz(0.0) Ces T° In 23 


ds: — 
C15 70 


4 
2 


rig. 67. Déplacement u? en fonction de : et @ pour 6, = =/6. 
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mt) 


Fig. 68. Déplacement us en fonction de get 6 pour 8, = =/4. 


en fonction de p— — et 6 pour deux valeurs de l'angle 6, du 
a 
revêtement d’électrode : 8, = 7;8, 0 = 7;4. 


$ 11. Ondes de torsion dans un espace 
comportant une lissure en présence 
d’un champ magnétique axial 


Considérons dans un milieu isotrope homogène infini, soumis 
à l’action d’un champ magnétique axial homogène H,(0, 0, E,) 
[137], une coupure circulaire de rayon «a dans le plan. Le milieu 
a une perméabilité magnétique de vacuum x, = 47 X10-*H mi. 
Introduisons un repère cylindrique, dirigeant l’axe 2 parallele- 
ment à l’axe de symétrie du matériau. Envisageons de petites 
perturbations qui se caractérisent par le vecteur déplacement 


15 
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u[0, ur, z, t), 01 et que nous supposons indépendantes de l’angle 
6. Dans ce cas seules les composantes +,9 et <e. du tenseur des 
contraintes sont non nulles : 


rex (< -+w), TO: — u 2e. (11.1) 
or r 

Procédons maintenant à une linéarisation des équations fonda- 
mentales décrivant le mouvement en présence de champs élastique, 
électrique et magnétique (cf. $5, ch.II). Ce système linéarisé 
d'équations est de la forme [150] 


€, + x _ = 0, (11.2) 
es nt) (11.3) 
ez ét 
due 1 dus 1 &ug XoHo CLP 1 O°’Ug 
D none ii 
or? r ôr r ° ii a Li m Ô: c£ ôt° ) 


Ici e(e,, O0, 0), R(0, hs, 0) sont les perturbations apparaissant dans 
les champs électrique et magnétique, et c la vitesse des ondes 
transversales. Les composantes du déplacement, des contraintes 
et des perturbations des champs magnétique et électrique peuvent 
être représentées de la façon suivante : 


Uo = US) + UG), To = 7 + TG Te = 9 + 4, 
e =eD+es), ho = RAS EL ni. (11.5) 


L'indice «t» se rapporte aux ondes incidentes, l'indice «8» aux 
ondes réfléchies. 

Supposons que les composantes de l’onde incidente se présen- 
tent sous la forme : 


(5 — {PHo ,,0 = eee | 2 
he ne resp | 1D (+ Ver ] 


ur exp] — : p(i+-< = }|: (11.6) 


us) = rep ip (:+-: Vaux . 
(Vi = V1 + hé he = xoMiu). 


el! = iPkoH 9 
a 
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Ici «8 est la valeur d'amplitude de l’onde de torsion élastique inci- 
dente, p la fréquence circulaire. 
Les contraintes dans l’onde incidente sont 


(1) inf) 
Wen = pie \ ar, (11.7) 
La a l 
Pi _ip&_. 
À Vicr 


Pour résoudre le problème, utilisons la transformation intégrale 
de Hankel et représentons la solution des équations (11.2), (11.3), 
(11.4) pour l’onde réfléchie (2>> 0) sous la forme 


US (r, z) = \ « A(x)e-Y:J (ar) da, (11.8) 
0 
hO(r, 2) = — H| ay(æ) A(ax)e-vlal J, (ar) da, (11.9) 
[e) 
er, z) — :pxHo| aA(a)je-vlasJ (x«r)da. (11.10) 
Ici 
1 : P 271/2 
ro = À | E — es | » Rey(a)>0, Imy(a)<0. 

Va Cr 


Compte tenu de (11.8) nous tirons de (11.1) les contraintes corres- 
pondant à l’onde réfléchie : 


r 


_ | a'A(a)e-*e] (ar)da — A aA(a)e-visJ\(ar)dæ, (11.11) 
0 [e) 


es x = — \ ay(a)A(æ)e- Ta J(xr)de. (11.12) 
pi 
ù 


Les conditions aux limites dans le plan = = 0 sont de la forme 
<e-(r,0) —0 (r<a), u$ÿ{r,0)—0 (r>a) (11.13) 
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Compte tenu de (11.12) et (11.8), les conditions aux limites (11.13) 
se ramènent à des équations intégrales duales permettant de 
déterminer A(x) : 


\ x A(x}J (xr)du = \ «gta J,(œr)da + —— e = (11.14) 
(r < a), 
\ «44: J(xr)da = 0 (r > a). (11.15) 


Multipliant l’équation (11.14) par r* et intégrant par rapport à 
rentre 0 et r, nous obtenons 


© 


\ xA(a)J,(aœr)da — \gts)4 (ay and + —— Er, ” (11.16) 


(r <a). 


Nous chercherons la solution de (11.15), (11.16) sous la forme 
zA(x) = ACCEPTE (11.17) 
0 


où »,(Ë) est une fonction inconnue devant être déterminée. Portant 
(11.17) dans (11.15) et changeant l’ordre d’intégration, nous 
obtenons 


© 


| æA(x)J,(xr) dx = \ 2 (E) (\ VaT(xr) Jap(xë) da) d£. (11.18) 
0 0 


0 


L'intégrale intérieure de (11.18) peut être calculée : 


(BE —r°) UE (r<E), 
0 (r>E). 


Dans ce cas l'égalité (11.15) sera identiquement vérifiée pour 
r > a. 


“a V2 r 
\ Var) stats —_ Li 
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Portant (11.17) dans l’équation (11.16) et tenant compte de la 
valeur de l’intégrale 
de VE EM Lo yaÿ-u 
\ Va ar) Jante) ds . te r° Fe Een 
0 (E>r), 
on peut représenter l’équation (11.16) sous la forme 


0 


Lé 


FC oDe Ta É. 
EN POIL E 2 ga) ar) Jane) da | dn + 
0 (#) 


7 Vre — E: 


+ 


YaPa E (p<a). (1119) 
a 


Supposant connu le second membre de (11.19), résolvons cette 
équation par rapport à ?,(€). Ceci nous donne une équation inté- 
grale de Fredholm de deuxième espèce 


Pa(8) = | Za(%) \ st) Tao (&Ë)J sex) da) dr + _2V2 VaPagsn_., 
Vr 3ua 
0 0 


Introduisant les grandeurs adimensionnelles 


$ — = + Ÿ—= Le 
a a 
(11.20) 
. 3 Vr 
D,(S) Non 2V2 Va PyÿVs Pa(as), 
l'équation de Fredholm prend la forme 
1 
D,(s) — \ ®,(t) H,(s, t) dt + s°. (11.21) 
O 
Ici 
X,(s, t) = — «* EX (x Je Vat—(p,e7)°) d'ajoaas)] spoaat) de. (11.22) 
(8) 


Le problème se ramène donc à la résolution de l'équation 
intégrale (11.21) et à la recherche de la fonction o,(E) à l’aide de 
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laquelle seront déterminées toutes les composantes des champs 
élastique et électromagnétique de l’onde réfléchie. 

Remarquons que le noyau (11.22) de l'équation intégrale 
(11.21) peut être transformé par application de la technique des 
intégrales de contour et représenté sous la forme d’une intégrale 
à bornes finies : 


1 
K,(8, t) = — iPiVst \/ 1 — Et Ja PasE) HS Pate) dE (8< t). (11.23) 
[e) 


Ici H{(2) est une fonction de Hankel. L'expression du noyau 
pour s8> {s'obtient de (11.23) en changeant de place s et 1. 

Cherchons les expressions asymptotiques des contraintes au 
voisinage du contour de la fissure r = a, z = 0. Il est clair que 
les contraintes globales sont constituées des contraintes dynamiques 
élastiques ‘<,e, =. et des contraintes dynamiques de Maxwell 
Tmrôr Tme-- Il apparait d'autre part de (11.6) et (11.7) queles contrain- 
tes correspondant à l’onde incidente n’ont pas de singularités 
pour ra, =: — 0. 

Cherchons l'expression asrmptotique de <@ pour ra, 
z — 0. Intégrant par parties, écrivons l'expression (11.17) sous la 
forme 


aA(a) = — a @(a) Jia) + a | E-Laou(E) EU) Jn(aË)dE. 


(11.24) 
Portant (11.24) dans (11.12) nous obtenons 


- TD — eala)| t(a)a”Ve-vlasJ, (aa) J(œr) dx — 
Ô 


— \ EU? (9,(8) UE) [\ y(a)x-Vie-viar TJ, ,(aËE) J (ar) de | d£+ (11.25) 

O0 (4) 

On peut montrer [139] que la partie singulière des contraintes 
se détermine par le premier terme de (11.25). Notons que 


LT 
pour calculer l'intégrale qui v figure on peut utiliser l’égalité 
approchée 


(a) = = lorsque x —> co. (11.26) 
À 
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Par suite 


© 


Lu, RQ ee \ e Vn J\(ar) sin aa du. (11.27) 
H Vh za 
[e) 


La valeur de l’intésrale figurant dans (11.27) se détermine à l’aide 
de l'égalité connue [11] 


© 


\ ete à = = ——— (Re &« > 0). 
F 


0 
Nous obtenons alors pour la partie singulière des contraintes 


() R __HPa() Le 11.28 
gr He (, 0)» (11.28) 


où 
r,C0S0 = r — a, z2sin0 = r,, 


H. 1 , 6} —/flcs 6 + (1/V3) sin* 0 + cos L 
A Le 
2 | cos?0 + — sin? 0 
Vh 


A l’aide de (11.28) nous trouvons le coefficient d’intensité 
des contraintes 


Kim = lim Y2(r — a)=# — _ VE P,Va ®, (1. (11.29) 
Alors 


0 À Kim op (1 ; 11.30 
(: E2 vV2r, (5e) ( . ) 
D'une manière analogue sont déterminées les expressions asympto- 
tiques de +9, +5, The. 

Remarquons que pour k, — 0 la solution obtenue coïncide 
avec la solution connue pour le cas purement élastique [85]. 


CHAPITRE VIl 


MÉTHODES DU POTENTIEL EN THÉORIE 
DE L’ÉLASTICITÉ 


$ 1. Potentiels élastiques généralisés 


Appliquons en un certain point q(Y:: Y» Y:) de l’espace une 
force concentrée p(p,(q); ?:(g); #:(9)). A l’aide des formules (5.27), 
ch. II, ainsi que des formules obtenues de celles-ci par permutation 
cyclique, nous trouvons les expressions des déplacements en un 
point arbitraire D(x,, z:, æ:). Il est commode d'écrire ces expres- 
sions sous forme compacte comme le produit d’une certaine matrice 
T'(?, q), dite matrice de Kelvin-Somigliana. par le vecteur œ(q) : 


u(D) = L(?, g)q(g). (1.1) 


Les expressions des éléments de la matrice (2. q) sont (on introduit 
le facteur 2? pour alléger les expressions qui en seront déduites) : 


de [O+a) ét Ro 31)3, | 
OZ; 


7 4x(). + 2u)u ézi 


r(P, 9) 


Supposons donnés, sur une certaine surface fermée de Liapounov 
S de l’espace, les efforts g(q). L'intégrale 


V(p) — \ re. goods, (1.2) 
S 


sera Alors une fonction vectorielle vérifiant les équations de Lamé 
dans tout l’espace à l’exception de la surface S. Par analogie avec 
le potentiel harmonique, cette fonction est appelée potentiel 
élastique généralisé de couche simple. Nous supposerons dans la 
suite que la fonction @(q), dite également densité, est de classe H.-L. 

Indiquons certaines propriétés du potentiel VW, simplement 
analogues à celles d’un potentiel de couche simple. Le potentiel 
(1.2) peut être déterminé directement aux points de la surface 
(support de la couche) et ses valeurs limites (de l’intérieur et de 
l’extérieur) coincident entre elles et sont égales à la valeur directe. 
Par conséquent, le potentiel généralisé de couche simple est une 
fonction vectorielle, continue dans tout l’espace. Notons que le 
potentiel V(p) tend à l’infini vers zéro comme 1/2. 
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Donnons-nous maintenant un point p de l’espace et, dans son 
voisinage, un élément de surface muni de la normale orientée v. 
Le vecteur des contraintes sollicitant cette surface peut alors 
être représenté à l’aide de l’opérateur des contraintes (3.37), ch. II, 
sous forme de l'intégrale 


TV(p) = 56 a)o(g)dSe, (1.3) 
S 
où F,(?, q) est une matrice d'éléments 
3 
(Zi — yi)Vr(p) 
| 11 


EL, = — |mè + ni = BiXzs — ys) = 


r° 


y5) (zi — y 
re 


(z3 — 
+ m | — 


là 
27 À +2u 27 À+2u 


L’intervertissement dans (1.3) de l’ordre de différentiation et 
d'intégration est légitime en tous les points de l’espace sauf sur 
la surface S, étant donné la résularité de l’expression sous l’inté- 
grale. 

Nous considérerons maintenant les points situés à proximité 
immédiate de la surface S, de sorte qu’en chacun d’eux on peut 
définir univoquement une direction v perpendiculaire à la surface. 
Le vecteur des contraintes défini par le potentiel de couche simple 
et par les directions indiquées de la normale sera donné par 


TV D) = \ rite, g)o(a) 4. 1.3") 
S 
Le point q, est un point de la surface S tel que la normale qui en 
est issue passe par le point p. 
Effectuons maintenant pour le vecteur des contraintes le 
passage à la limite (de l’extérieur et de l’intérieur) vers les points 
de la surface 


im TuyV (D) = im|ri(y, gpl) dSe = TrV(q) (1.5) 
P-g\PED-) 
S 


lim TV (p) = im | r 1(?, g)p(g)dSa = TiV(g). (1.6) 
pqguipe D*) J 
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La valeur directe de l'intégrale 


| r,(?; g)(q) dS a 


ne peut être considérée au sens usuel (en tant qu’intégrale 
impropre), car les derniers termes des éléments non diagonaux 
de (1.4) comportent une singularité du deuxième ordre. Elle doit 
être considérée au sens de la valeur principale (cf. $3, ch. I). 
Ï1 n’est pas difficile de montrer que sont alors vérifiées les condi- 
tions nécessaires d'existence de l’intégrale singulière (3.20), ch. I. 

Soulignons encore une analogie avec le potentiel harmonique 
de couche simple. Les valeurs limites de l’opérateur des contraintes 
sont différentes entre elles et ne coincident pas avec la valeur 
directe. Les dépendances correspondantes seront établies plus bas. 

Revenons maintenant à la matrice F,(q,q) et construisons 
la matrice F.(q,. 4) qui lui est conjuguée (T2:(q 9) = l15(q q)) 
d'éléments 


« 
L'or(Qis 4) — [ms + An er Y (xs — yi)vi(q) “a 


r* 1 rs 


+ m EC = L — v;(q) = à | (Qi = Qi To Ts)). (1.7) 


Il est aisé de montrer que chacune des colonnes de la matrice 
T.(?, q) vérifie l’équation de Lamé par rapport à la variable 2. 
Par suite le produit (2, g)o(q) (æ(g) étant un vecteur arbitraire) 
vérifiera ces équations dans tout l’espace excepté le point q. Il 
peut être interprété comme le champ des déplacements engendré 
dans tout l’espace par le moment concentré œ(g) s’exerçant au 
point q du plan de normale v. Considérons maintenant l’intégrale 


W(?) = \ rite. g)p(9) 48e, (L.8) 
S 


où $ est comme auparavant une surface de Liapounov. L'intégrale 
(1.8) s’appelle potentiel élastique généralisé de couche double *). 
Il découle des formules (1.7) que la valeur directe du potentiel 
(1.8) est une intégrale singulière. Plus bas seront établies (sous 
l'hypothèse que la densité est de classe H.-L.) les relations existant 
entre les valeurs limites et directe du potentiel de couche double. 

Pour démontrer les affirmations avancées il est nécessaire de 
procéder à certaines constructions. Ayons recours à la seconde 


*) Dans la littérature spécialisée [72] on ajoute parfois l'expression « de 
première cspèce ». Les potentiels mentionnés ont été introduits dans l'article [7]. 
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formule de Betti (4.26). ch. IT. que nous appliquerons pour le 
domaine compris entre la surface donnée S et la sphère 6, de rayon 
€, centrée en un point p.. Supposons par ailleurs que le déplacement 
u(p) vérifie l’équation de Lamé dans tout le domaine D+ et que 
le déplacement v(p) est engendré par une force appliquée au point 
?, et possédant une seule composante égale à l’unité (la i-ième, 
admettons), les autres étant nulles. Dans la suite ces forces seront 
désignées par a. Avec les notations introduites, nous obtenons 


TD) = L(P, Po)@s. 


Commençons les constructions par le cas ? = 1. La formule de 
Betti prend alors la forme 


(uA*v, — v,Atu)dQ — \ (uT,v, — tv, T,u)dS —0, (1.9) 
D+n|p-p|>t 0 
puisque les intégrales de volume disparaissent, étant donné que 


dans le domuine considéré les déplacemets w et © vérifient les 
équations de Lamé. Considérons l’intégrale | 


\ v, T,u ds. 


Lei 
£ 


Comme le déplacement ®,(?) admet au point p, un pôle du premier 
ordre et les contraintes Tu sont bornées, l’intégrale considérée 
doit tendre vers zéro lorsque € — 0. Quant à l’intégrale 


\ uT,v, ds, 


Le] 
© 


étant donné la continuité du déplacement u(p) au voisinage du 
point p,, celle-ci doit à la limite coïncider avec l’intégrale 


ul p)| Tv, dS. (1.10) 


Se 


Calculons (1.10) dans un repère sphérique. Nous obtenons 


0 1 
\ Gv (PP) ! 


Se 


ar or d 1 | | 
mu dS Es 0 n]) 
\( ÔTi | æ) ëv r(p, Po) ? ( £ J), 


; 2 
\() + : dS,=—" 7. 
ôxzi1]  Gv r(P, Po) 3 
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Des considérations de — découlent les égalités 


\f° (pH —, tp) | ds, = 0. 


Connaissant les valeurs de toutes les intégrales entrant dans 
(1.10) nous aurons à la limite la représentation de la composante 
u(p) sous la forme 


2u1(Po) = — TL (Po pau(p) ds, FE 


+ \ L(Po: P)& TT, pU(P)dS, (1.11) 


Des formules analogues seront obtenues avec les déplacements 
v, et ©,. Le résultat définitif s'écrit 


2u(p) = — (TP, quads, + (tp, DTute ds. (119) 
S 
Si le point ? est choisi en dehors de la surface S, nous obtenons 
d'emblée 


0 — |. qu(a) aS, + (re. DTu(gSs (113) 


Effectuant des constructions analogues dans le cas où le déplace- 
meut u(p) est défini dans le domaine D- extérieur à la surface $, 
nous obtenons les formules 


2u(p) = \ rite. gu(a) Se — \re. g)Tyulg)dSs (pe D-), (111) 


S S 


o = r';(p, Du(a)dS -\re DTu(g)dS (pe D*). (115) 
S S 
Les formules de Betti étant valables dans le cas de domaines 
limités par plusieurs surfaces, il en sera évidemment de même des 
identités obtenues *). 
Revenons maintenant aux valeurs limites des déplacements 
engendrés par un potentiel de couche double et des contraintes 
engendrées par un potentiel de couche simple. 


*) Notons que les identités (1.12) à (1.15) ne donnent pas la solution du problème 
aux limites puisque d'après la position de celui-ci sur la surface frontière sont donnés 
soit les déplacements, soit les contraintes. Néanmoins, elles seront utilisées pour l’éla- 
boration de la solution. 
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Commençons par le premier problème. Donnons-nous dans le 
domaine D* une fonction vectorielle de grandeur constante @, 
et considérons-la comme le déplacement du domaine D* en entier. 
De (1.12) nous obtenons alors l’égalité 


2Po — -\rte. 4)PodS (1.16) 
S 


si le point est pris dans le domaine D*. Choisissant celui-ci dans 
le domaine D-, nous trouvons conformément à (1.13) 


0 = \ rte. D)PdS. (17) 
S 
Passons au calcul de la valeur singulière (directe) de l’intégrale 


\r:te. 4)PodSe PES. 

S 
Soit un point ge S$ ; décrivons une sphère de rayon = et de centre 
en gq,. Désignons par of et o;: ses parties appartenant respective- 
ment aux domaines D* et D-. Notons $, la partie de la surface 
S située hors de cette sphère. 

Appliquons l'identité (1.16) au domaine délimité par la surface 
S,U ct. L'intégrale s’avère égale à —2@,. L’appliquant au domaine 
délimité par la surface S, + o, nous obtenons zéro. La surface S 
étant régulière (nous nous intéressons à la régularité locale au 
voisinage du point q,), nous obtenons qu’à la limite lorsque e — 0 les 
intégrales sur of et o; s'avèrent identiques (au signe près). Donc 


in ra, 4)PodS; = \ ras 4)Po 483 — — Po (1.18) 
: S 
Rappelons que c’est ainsi qu'a été définie la valeur principale de 
l'intégrale singulière bidimensionnelle (cf. $ 3, ch. I). 


Ce que nous venons d’exposer constitue le fhéorème généralisé 
de Gauss. Donnons-le sous une autre forme 


\r:te, g)dSa — —2E (pe D*+), 
(D; q) dSa = 0 (? € D”), (1.19) 


eq 9) ds, = —E (ge S), 


D) 7) Un 


où E est la matrice unité, 0 la matrice nulle. 
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Le théorème de Gauss permet d'établir aisément les propriétés 
du potentiel généralisé de couche double. Transformons le potentiel 
(1.8) : 


W(p) = \r2, geo) ds, = 


S 


= \ re q)p(g) — p(u)]1dSe + \r.(, g)p(g) dSg (1.20) 
5 


S 


où gq, est un point de la surface $S au voisinage duquel on étudie 
maintenant les propriétés limites. 

Supposons que le point p tend par un chemin quelconque (de 
l’intérieur ou de l’extérieur) vers le point q,. La première intégrale 
figurant dans (1.20) est une intégrale impropre convergeant uni- 
formément, donc évidemment une fonction continue (bien entendu 
à condition que @(q) soit de classe H.-L.). Le comportement de la 
deuxième intégrale est déjà étudié. 

Les raisonnements précédents nous conduisent aux égalités 
suivantes : 


W*(q) — W-(q) = —2q(m) W*(a)+W-(g)=2W"(g). (121) 
Ecrivons ces égalités sous une autre forme : 
W+(q) = —@(q) + Wigh W°(Q) = p(g) + W(q); (1.21) 


où W(q,) est la valeur directe du potentiel de couche double. 

Examinons maintenant les valeurs limites de l’opérateur des 
contraintes engendrées par le potentiel de couche simple. Repré- 
sentons l'intégrale (1.3) sous la forme 


TV?) = \ LT,(P, De) + T(p, oe(&)1dSe — 


S 


_ \ rt gola)dSs (122) 
S 


où g, est un point de la surface $ dans le voisinage duquel seront 
étudiées les propriétés qui nous intéressent. Le comportement de la 
dernière intégrale est défini par les formules (1.21). La première 
intégrale est constituée de deux groupes de termes. Les termes 
de l’un des groupes admettent une singularité d’ordre intégrable, 
mais figurent dans une combinaison telle que l’intégrale qu’ils 
définissent s'avère uniformément convergente et donc continue 
aux points de la surface. L’autre groupe est constitué de termes 
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admettant une singularité du deuxième ordre. L'intégrale qu'ils 
définissent s’avère continue, car sont satisfaites les conditions 
d'existence de l’intésrale singulière (3.20), ch. I. 

Ecrivons les résultats définitifs 


[TVQ — [TVR] = 2p(u). (23) 
[T,V(q)]* + CT,V(g)]7 a 2T,V(q) 
ou sous une autre forme 
CT, V(a)]t = (qi) + T,F(q). (1.23') 


CTV(g)17 = —(q) + TF(g), 


TV est la valeur directe de l’opérateur des contraintes engendrées 
par le potentiel de couche simple. 

Ces formules établissent justement l’existence des valeurs 
limites correspondantes. 

Donnons sans démonstration le théorème de Liapounot-Taubert 
disant que si l’opérateur des contraintes engendrées par le po- 
tentiel de couche double admet les valeurs limites d’un côté de 
la surface, il en admet de l’autre côté aussi, avec par ailleurs, 


CT,W]+ = [TW]-. (1.24) 


Examinons l'intégrale de volume 


U(p) = \r(p, etrna0,. (1.25) 
£à 
appelée potentiel élastique généralisé de volume (newionien). Nous 
supposerons que la fonction œ(p) est une fonction mesurable 
bornée vérifiant à l’infini la condition |@(?2)|< c/R3. Il est commode 
de supposer l’intéocrale étendue à l’espace tout entier, en posant 
la fonction (2) nulle dans le domaine complémentaire. 

Montrons que sous certaines conditions sur la régularité de la 
densité, ce potentiel vérifie l’équation de Lamé non homogène 
pour un second membre égal au double de la densité [117]. 

Introduisons en considération l’opérateur 


AFF— — grad div — = rot rot, (1.26) 


où a? = À + 2u et b® — u. Rappelons que l'opérateur de Lamé 
peut être représenté sous la forme (cf. $ 4, ch. II) 

A — a grad div — b*rot rot. 
Introduisons en considération la matrice @ d’éléments 


Q,, = + 5;r. (1.27) 
4x 
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Il est immédiat que 
T(p, 9) = A**Q(?, q). (1.28) 


En effet, prenons, par exemple, l’élément l,.. Conformément à 
(1.28) nous avons 


Lys = br grad;, div 1? — ——rots, rot a) — 
a? 


1 or >| 


Z rot,,R1 — rot, a) = 
êz, 


2a* x] ÊTs b? | az, 
1 ar LL Tr 1 or ôr 
2a? 0x1 dm 2D° 0x1 OT r OZ TX 


où {2, est un vecteur de composantes Q,,, Q,,, (2... De même pour 
l’élément |", : 


Pau = ee (£ rOtz, Qi — — 2 rot,. : — 
ÔT; 


| Da êxi b Vox: 
1 €ér 1 &r é?r 1 o?r 1 2 er 


2a? ex 2b* \ ex CE 2a GE 
2 
n m { ér 
r r CEA 


Transformons maintenant le potentiel de volume (1.25) à l’aide 
de l’égalité (1.28). Nous avons 


Up) - {aa )e(P.)dQ,.. (1.29) 


Appliquant à (1.29) l’opérateur de Lamé, nous obtenons 
MU() = A*a%* | a(p, per) 20, (1.30) 


42 
Il est facile de s’assurer qu’on à l'égalité 


AA O0 O0 

A*A#* -2| 0 AA 0 | (1.31) 
0 0 AA 

qui permet de représenter l’intégrale figurant dans le second 

membre de ne, sous la forme 


atU(p) = | Aar(p, pyetr)20,, = | -2BLa0. (139 
£2 Q 


Quant à la dernière intégrale, elle est, en vertu de (6.32), ch. I, 
égale au double de la densité q(p) avec le signe « — ». 
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Les méthodes que nous 2vons exposées sont applicables à 
la résolution des problèmes de la théorie des oscillations. La théorie 
est bâtie naturellement autour de la solution obtenue pour une force 
concentrée à variation périodique. La matrice généralisée de Kelvin- 
Somigliana sera notée l(?p, q, w). Ses éléments sont 


1 1 eik2r 1 je eikir ek:r 
Tps QD) = —|—Ù8,, — — ————|— — —||, (133) 
2 | pu r PU CT; CT} r T 
où 
2 2 2 
D pe. 12 — (se 
À + 24 de 


Les potentiels de couche simple, de couche double et le po- 
tentiel de volume sont construits au moyen de cette matrice. Ces 
potentiels jouissent pratiquement des mêmes propriétés que les 
potentiels considérés plus haut dans les problèmes de la statique. 
Les conditions à l’infini sont identiques aux conditions de rayon- 
nement (cf. $1, ch. III). 

Abordons les problèmes dynamiques généraux. Pour leur 
étude on peut élaborer des potentiels élastiques généralisés [45] 
(du type de potentiels de retard de l’équation d'onde ($9, ch. I)), 
ou bien utiliser directement les potentiels d’onde. ayant préala- 
blement représenté les déplacements par quatre fonctions d’onde 
(cf. $5, ch. III) [46]. 

Une approche foncièrement différente est présentée dans 

15]. On opère une transformation de Laplace par rapport 
au temps et on effectue toutes les constructions avec les transfor- 
mées des déplacements. L’équation différentielle obtenue pour 
celles-ci peut être interprétée en tant qu’équation pour des ampli- 
tudes (cf. $ 4, ch. II) à fréquence complexe. Aussi s’avère-t-il 
possible d'élaborer la solution pour la transformée au moyen de 
potentiels s’appuyant sur la solution fondamentale (1.33). 

Donnons quelques résultats [73] concernant les propriétés 
différentielles des potentiels élastiques. Si Se V,,,(x«) et la den- 
sité pe CP (0<B<a<1, 0<1<k+1), alors le potentiel 
de couche double dans le domaine fermé D — DUS 


Wow) € C'8. (1.34) 


Si, par contre, S € Visila), pe C8 (0<3<2x<1,0<1< Kk), 
Alors le potentiel de couche simple 


V(@) e C'r'8. (1.35} 


$ 2. Equations intégrales des problèmes spatiaux fondamentaux 


Les potentiels introduits plus haut permettent de ramener la 
résolution des problèmes aux limites fondamentaux de l’élas- 
ticité à des équations intégrales de deuxième espèce. Considérons 


16 
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tout d’abord le premier problème fondamental. Soit à déterminer, 
pour un corps élastique occupant un domaine D délimité par une 
surface S, les déplacements qui tendent à la limite vers les valeurs 
données F,(q) (cf. (1.1), ch. III). Nous rechercherons les déplace- 
ments sous la forme d’un potentiel élastique généralisé de couche 
double (1.8). Dans ce cas, conformément à la formule (1.21) nous 
sommes conduits aux équations intégrales 


o(e) + \r4a aela) d8, = + Fi(9). (241) 
S 


Le signe supérieur correspond au problème extérieur (1), le signe 
inférieur, au problème intérieur (I*). Représentons ces équations 
sous une forme unifiée correspondant à la forme traditionnelle 
d'écriture des équations de Fredholm de deuxième espèce, en 
introduisant le paramètre À qui prend les valeurs 1 ou —1 


o(4) — ALT qJola) d8e, = F(Q). (2.2) 
S 


Au problème I+ correspond F — — F,, au problème I-, F = F1. 

Pour résoudre le problème fondamental II il convient d’utili- 
ser la représentation des déplacements sous forme de potentiel 
généralisé de couche simple (1.2). Des formules (1.23) nous dédui- 
sons alors des équations intégrales de deuxième espèce 


94) — 2 | ra aotgo ass, = F (2.3) 
S 

Etablissons d’autres équations singulières pour le problème 
II). Dans le cas du problème intérieur faisons appel à l’identité 
(1.12) ou (1.13) et passons à la limite vers les points de la sur- 
face. Supposons connue l'intégrale des valeurs limites des con- 
traintes que nous notons ®(qg). Les formules (1.21) permettent 

d'écrire 


u(q) + \ ra qula)dSe, = O(Q). (2.4) 
S 


Nous avons là des équations intégrales singulières par rapport aux 
déplacements sur la surface frontière. Le problème extérieur est 
étudié de façon analogue (on utilise alors l’identité (1.14) ou 


*) De façon analogue on peut obtenir les équations pour le problème I aussi, 
mais la construction effective de leurs seconds membres étant très difficile, elles ne 
seront pas considérées. 
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(1.15)). Rapportons le résultat définitif 
u(g) — ra qua) ds, = @(a), (2.5) 


S 
où 7. — 1 correspond au problème II-, et À — —1 au problème II+. 

Les équations (2.5) sont identiques aux équations du problème 
I, obtenues à partir des représentations des déplacements sous 
forme de potentiel de couche double et différant naturellement 
de celles-ci par le sens physique de la fonction recherchée et par 
les valeurs du second membre. 

Sur le plan mathématique, les équations (2.3) et (2.5) ne pré- 
sentent pas d'avantage l’une sur l’autre. Nous en reparlerons au $3, 
comparant celles-ci du point de vue de leur réalisation numérique. 

Remarquons que les équations (2.2) ou (2.3) (et également 
(2.5) et (2.3)) sont associées l’une de l’autre. Pour les équations 
smgulières l’indice (la différence entre le nombre de fonctions 
propres de l’équation initiale et de l’équation associée) peut être, 
en général, un nombre entier arbitraire. Montrons que pour les 
équations singulières construites plus haut l’indice est nul. Par 
conséquent [92], il existe un opérateur qui les transforme en 
équations régulières équivalentes de deuxième espèce, donc les 
alternatives de Fredholm sont applicables aux équations initiales. 

On à indiqué au $3, ch. I, que la condition nécessaire et 
suffisante de nullité de l'indice dans le cas d’un système d’équa- 
tions singulières est la non-nullité du déterminant symbolique, 
quand la matrice symbolique elle-même est hermitienne. Notons que 
lors d’un changement de variables l’argument de chaque élément du 
déterminant symbolique subit une transformation linéaire, de même 
que l’argument du déterminant lui-même, de sorte que l’ensemble de 
ses valeurs est invariant par rapport au changement de variables. 
Cette circonstance permet de proposer le procédé d’étude suivant. 

Introduisons en un point g de la surface des coordonnées 
locales, disposant les axes x, et x, dans le plan tangent et l’axe 
x, suivant la normale. Nous définirons le vecteur œ(g) par ses 
projections sur les axes choisis, ce qui n’aura pas d’influence sur le 
résultat. Le système d'équations (2.3) peut s’écrire alors sous la forme 


P1(4) + À == 2 Pa(d) Se, + Tip = F(q), 


2 o(q)dSa + T9 = Fig), 


G 
P2(4) + À 73 


S 
es sin dSs, + T:p = F;(q), 


P3(q) + À r 


5 
où 7, sont des opérateurs réguliers, À = (26 — 1)/(1 — c). 
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Les caractéristiques des intégrales singulières de ce système 
se trouvent d'emblée : “1—% — cos 0 et <—% — sin8. Le déter- 
r r 


minant symbolique s’écrit alors 
l (4 2A cos 6 
0 1 iA sin 6[=1— 4% =. 
—14 cos 8 —:4 sin 6 1 


On voit que pour des valeurs usuelles du coefficient de Poisson 
(0 < © < 0,5) il est différent de zéro. 

Examinons maintenant les propriétés spectrales des équa- 
tions (2.2), (2.3) et (2.5). Posons À — 1 et admettons que ces 
équations possèdent des fonctions propres non triviales (vu lu 
nullité de l’indice, elles sont au même nombre). Désignons par 
®, la fonction propre de l’équation (2.3) et par V{?, @,) le poten- 
tiel ayant comme densité la fonction @,. Ce potentiel est solution 
du problème II- pour des valeurs nulles des contraintes sur la 
surface. Îl est à noter que dans tous les cas les déplacements 
représentés par le potentiel de couche simple décroissent à l’infini 
comme 1/R et les contraintes comme 1/Æ*. Aussi peut-on utiliser 
le théorème d’unicité de solution du problème extérieur de l’élas- 
ticité. Nous obtenons alors que le potentiel V est identiquement 
nul dans le domaine D-. D'autre part, le potentiel de couche 
simple est une fonction continue partout, y compris la surface 
S. Ceci étant, le potentiel V(?, @,) sera identiquement nul dans 
le domaine D* puisqu'il s’annule sur la surface S. Revenant à la 
formule (1.24) nous obtenons que la fonction v, est identique- 
ment nulle. Par conséquent, le point À — 1 n’est pas fonction pro- 
pre des équations (2.3), (2.4) et (2.5). Ces équations sont donc 
résolubles pour un second membre arbitraire et les solutions 
obtenues sont uniques. 

Posons À — —1. On a établi au $ 1 du chapitre III l'existence 
de la solution du problème II+ pour des valeurs nulles des con- 
traintes sur là frontière. Cette solution s'écrit 


U = + Ts —TTy Us = A2 + TT — Ps 
Us = 3 + PTs — QT, 
OÙ 4, + 4, P, q et r sont des constantes arbitraires caractéri- 
sant le mouvement de solide du milieu considéré. 
Soit &#, un déplacement de solide du milieu. Montrons que 


dans ce cas la fonction &,(q) est une fonction propre de l’équation 
(2.2). En effet, de (1.12) nous tirons 


utp) = — Tip, quo) ds, (2.7) 


S 


(2.6) 
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Réalisant le passage à la limite vers les points de la surface S 
nous parvenons à l'identité 


uo() + \ ra qua) dSe = 0, (2.8) 
S 
traduisant le fait que la fonction @,(q) est la fonction propre de 
l'équation (2.2) pour À — —1. 

Notons @,; (? = 1, 2,...,6) les fonctions propres de l’équation 
(2.2) pour À = —1. On peut les obtenir, par exemple, en posant 
successivement l’une des constantes a, a,...,r égale à l’unité et 
les autres à zéro. Formons en outre les potentiels W{(p, @:). Il 
découle de (2.8) que leurs valeurs limites de l’intérieur de la sur- 
face s’annulent et ensuite du théorème d’unicité pour le problème 
I+ qu’elles sont identiquement nulles dans le domaine D*. 

L’équation (2.2) admettant six fonctions propres pour À — —1, 
l'équation associée (2.3) admettra six fonctions propres aussi que 
nous noterons @.,. Formons les potentiels V(p, @..). Comme ces 
potentiels correspondent à des conditions aux limites nulles en 
contraintes, ils traduisent le déplacement de solide du corps *). 

Ainsi, on à établi que les équations (2.2). (2.3) et (2.5) admet- 
tent des fonctions propres pour À = — 

Voyons maintenant quelles sont les conditions de résolubilité. 
Conformément à l'alternative de Fredholm (cf. $ 2, ch. I), la 
condition nécessaire et suffisante de résolubilité des équations 
avant pour solutions le spectre de leurs valeurs propres est l’or- 
thogonalité des seconds membres et des fonctions propres des 
équations associées. Les fonctions propres de l'équation (2.2) étant 
établies, nous obtenons immédiatement les conditions de résolu- 
bilité de l’équation (2.3) sous la forme 


| FDeD as —0 (=1,2,....6) (2.9) 

S 
Ces conditions ont un sens mécanique assez clair. Puisque les 
fonctions ®,, sont des fonctions linéaires, on peut les choisir 


sous forme élémentaire comme conseillé plus haut. Nous obte- 
nons dans ce cas les égalités 


\ Fo dS = 0, Fa — F,,2)4S = 0, 
S 


(2.10) 
Fa. — F;,2t)dS —0 (i —1,2,3), 


S 


*) 11 s’agit plutôt des déplacements de la surface, car, après le passage aux 
équations intégrales, la notion de domaine disparait des raisonnements. 
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où F, sont les composantes du vecteur F(q). Pour simplifier l’écri- 
ture, nous avons posé dans (2.10) x, = 2, 25, = Ze, F, = F,, 
F, = F,. Il est maintenant clair que ces conditions expriment la 
nullité du vecteur résultant et du vecteur moment des efforts 
s’exerçant sur le corps, ce qui est nécessaire d’après la position 
du problème (cf. $ 1, ch. III). Aussi convient-il d’exiger la réali- 
sation de ces conditions. Donc pour ?. ——1 l’équation (2.3)admet 
toujours une solution *), qui dans ce cas n’est pas univoque. À 
chaque solution particulière il faut ajouter toutes ses fonctions 
propres. Mais comme on à établi plus haut, les potentiels V(p, qu) 
traduisent le mouvement de solide et donc n’influent pas sur 
l’état de contrainte, de sorte qu’on n’a pas besoin de construire 
les fonctions propres. 

Envisageons maintenant le problème I-. Représentant les 
déplacements sous forme de potentiel de couche double on est 
conduit à la restriction qu’il faut imposer au comportement de la 
solution à l’infini (|«(p)| < c/R*), quoique d’après la position 
du problème une telle restriction ne soit pas exigée. Aussi l’équa- 
tion (2.2) peut-elle s’avérer irrésoluble. Remarquons que l’éta- 
blissement même de ce fait représente un problème assez complexe 
puisqu'il est nécessaire de déterminer les fonctions propres de 
l’équation associée. 

Toute une série de procédés consistant le plus souvent en une 
modification de la représentation des déplacements permettent 
d'obtenir des équations résolubles. On peut, par exemple, déter- 
miner les déplacements dus à l’application en un point p,e D* 
d’une force concentrée et d’un moment et ajouter les résultats 
obtenus aux déplacements cherchés. Nous parviendrons à la 
même équation intégrale (2.2), mais la condition aux limites con- 
tiendra alors six paramètres numériques déterminant la force et 
le moment. Ces paramètres pourront être tirés de la condition de 
réalisation des relations d’orthogonalité. 

Indiquons encore une approche [14], selon laquelle les dépla- 
cements sont recherchés comme une somme de potentiels de couche 
double et simple (avec une même densité qu’il faut déterminer). 
L’équation obtenue dans ce cas est toujours résoluble. Le problème 
I- sera considéré en détail plus loin comme un cas particulier du 
problème concernant un domaine délimité par plusieurs surfaces. 

Revenons maintenant au problème II+, prenant cette fois 
l’équation (2.5). Dans ce cas le second membre de cette équa- 
tion est de structure très complexe (on n’en peut pas tirer d’em- 
blée les conditions d’auto-équilibre des forces extérieures); d’autre 


*) La présence au point À — —1 d’un pôle de la résolvante entraîne certaines 
difficultés liées à l’erreur de réalisation numérique. Plus en détail il en sera question 
au $ 3. 
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part sont inconnues les fonctions propres de l’équation associée. 
Représentons les conditions de résolubilité de l'équation (2.5) 
sous la forme 


\estnotas, =(osto (ris aFaass as, 0. 215 


4 


S S S 
Changeant dans (2.11) l’ordre d’intégration, nous obtenons 
r 
\estwotnas, =|F.(a(a e.0a8. (2.12) 
S S 


Les potentiels F(q, p.:) traduisant le mouvement de solide, les 
conditions (2.11) sont identiques aux conditions (2.9). 

Les propriétés examinées des équations intégrales permettent 
de répondre si celles-ci sont résolubles ou non (excepté dans le 
cas du problème I-). Pour la construction effective de la solution 
par la méthode des approximations successives il est désirable 
d’établir son applicabilité *). On procède pour cela à une étude 
complète des propriétés spectrales de ces équations (dans le plan 
de la variable complexe À). 

Récrivons l’équation (2.3) à l’aide des formules (1.24): 

(A — AIT] — (A + TT = 2F(9). (2.13) 

Supposons que les équations intégrales considérées admettent 
des valeurs propres complexes. Désignons l’une d'elles par 
À = a + 1b et soit pq) = p, + ip, une fonction propre. Formons 
un potentiel de couche simple V, = V(?p, @.) et portons celui-ci 
dans (2.13). Nous obtenons 


12) T VS] +R] = +) T Ve] HT, PV]. (2.137) 
Multiplions (2.13') par VW, — :V, et intégrons l'égalité obtenue 
suivant la surface $. Ceci nous donne 
Œ—N)|PLTPT + PATPijt}à8 + 
S 
Lin = MIAES RS _ VIT, ]+}4S = 
S 
Hz DINLACO AE + PLTP]-}dS + 
S 
+ fl + IRLACOOS _ VITV.]-}dS. (2.14) 
S 


*) Cette question sera étudiée en détail au $ 3. 
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Transformons cette identité à l’aide de la deuxième formule de 
Betti (4.26”), ch. II, l’appliquant aux déplacements V, et V,. 
Nous obtenons dans ce cas les égalités 


\wcrpr — VIT V,]t}dS = 0, 


S 
warm _ VITP,]-}dS = 0, 
S 


qui permettent de récrire (2.14) sous la forme 


A — à) \eurvr + VIT ]t} 48 — 


ie DIILACE AE + VIT] }dS. (2.16) 


ù 


Nous voyons que le rapport (1 — À,)/(1 + À,) est un nombre réel, 
par conséquent À, est aussi réelle. Nous avons établi que les 
équations intégrales (2.8) et (2.9) ne possèdent pas de valeurs pro- 
pres complexes. 

L'égalité (2.16) permet d’établir encore un résultat. Appliquons 
à cet effet la troisième formule de Betti (4.26), ch. II, aux dépla- 
cements V, et V, : 


\VT Per as — \ W(V.)4Q, 


S D* 


\vtri.r-as = — \wivaaa (c = a, b). 
S D- 

Les deux membres de (2.16) étant de signes contraires, le 
rapport (1 — À,)/(1 + À.) est un nombre négatif. Par conséquent 
[Al > 1. D’autre part, le point À — 1 correspond aux problèmes 
I* et II-. dont les solutions sont uniques. La supposition que ce 
point est pôle de la résolvante conduirait à la non-unicité du pro- 
blème aux limites. C’est tout autre chose pour le point À = —1 
correspondant aux problèmes I- et II*. Si ce point n’était pas 
pôle de la résolvante, l’équation intégrale du problème II* serait 
résoluble pour un second membre arbitraire et le problème aux 
limites serait toujours résoluble, mais ceci contredit le théorème 
d'existence. Par conséquent, le point À — —1 est nécessairement 
pôle de la résolvante. L’équation du problème II+ étant associée 
(et les alternatives de Fredholm réalisées), ici aussi l’équation 
intégrale ne sera résoluble que pour des conditions aux limites 


(2.17) 
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définies, quoique pour le problème aux limites initial elles ne 
soient pas nécessaires *). 

Il est démontré [73] que le pôle au point À — —1 est un pôle 
simple. Comme on à montré précédemment, six fonctions propres 
correspondent à ce point. 

Les résultats énoncés, comme on peut remarquer, établissent 
une analogie pratiquement complète entre les propriétés des équa- 
tions intégrales des problèmes de Dirichlet et de Neumann et des 
problèmes fondamentaux de l’élasticité. 

Esquissons l'algorithme de résolution des équations (2.2), 
(2.3) et (2.5) par la méthode des Poe successives 
[116. 96]. Nous allons chercher la solution sous la forme d’une 
série 


p(q) = Ÿ N° Pa(4)- (2.18) 


ñ =0 


Portant (2.18) dans les équations et égalant les coefficients des 
mèmes puissances de À nous obtenons les relations de récurrence 


Pa(9) = \re U)Pr-1(4) Sa (2.19) 


S 
(n = 1, 2, ..., j = 1,2, Polg) = F(q)). 


Les propriétés spectrales de la résolvante des équations considé- 
rées (cf. $ 2, ch. I) permettent d'affirmer que dans le cas des 
problèmes I+ et II- la solution de l'équation intégrale peut être 
représentée comme **) 


p(g) = 0,5 + 0,5(po + pi) + 0,5(p; + pe) + -.. (2.20) 
et dans le cas du problème II+ comme 
P(Y) = Po — Pi + Ps — Ps + ... (2.21) 


Le fait est que, quoique le point À — —1 soit pôle de ia résol- 
vante, la condition (2.9) l’élimine. Il est vrai que l'erreur appa- 
raissant lors de la réalisation numérique peut conduire à la viola- 
tion des conditions d’orthogonalité, et de ce fait à la divergence 
de la série. Cette question sera étudiée en détail au $3. 

Comme on a signalé au $ 2, ch. I. la réalisation des relations 
de recurrence (2. S, ch. I, par la méthode des approximations suc- 


*) Le fait que les conditions de résolubilité de l'équation intégrale et du problème 
aux limites sont différentes doit être interprété comme lice « défaut » de la représenta- 
tion des déplacements sous forme de potentiel de couche double. Ce potentiel décroit 
à l'infini commc 1/R°, alors que d’après la position du problème les déplacements 
le sont comme 1/R. 

**) D'autres représentations sont également possibles [43, 59]. 
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cessives pour les équations admettant 11 valeur propre À, = 1 
ou —1 implique la construction de la fonction propre respective- 
ment au point 1 ou —1 si le second membre n'est pas orthogonal 
aux fonctions propres de l’équation associée. Cette circonstance 
sera utilisée dans la suite pour résoudre certains problèmes aux 
limites (pour un coefficient de Poisson voisin de 0,5 par exemple), 
Ainsi que pour estimer l’influence de l’erreur des schémas de calcul 
sur la convergence de l’algorithme, quand les équations intégrales 
ont pour solutions les valeurs propres. 

Considérons un problème purement hypothétique. Il s’agit 
d’un problème du type II* formulé pour des conditions aux limites 
qui ne sont pas auto-équilibrées (l’une des égalités (2.1) au moins 
n’est pas remplie). Il est clair que le problème «ux limites ne 
peut admettre de solution. Effectuons néanmoins des approxima- 
tions successives pour l’équation intégrale qui nous conduirait à 


une certaine fonction propre 92*(gq). La somme 5*(q) — > (—1)"9,(q) 
1H =0 

doit diverger avec l’augmentation de N. On a évidemment la 

représentation 


2° (q) = D(g) + N?*(q) + e*(q). (2.22) 


où ®(q) est une fonction indépendante de Y, et la fonction 
£*(qg) — O0 lorsque Y — co. 

Ensuite pour un fixe assez grand nous construisons un 
potentiel de couche simple de densité +*(q). La fonction œ*(q) 
étant une fonction propre, la partie correspondante du potentiel 
de couche simple donne lieu à des valeurs des contraintes nulles. 
De ce fait le processus des approximations successives pour des 
conditions aux limites non auto-équilibrées doit conduire à la 
solution (convergente en contraintes) d’un certain problème aux 
limites. Les conditions aux limites de ce problème seront définies 
par la fonction ®(g) et, naturellement, différeront des conditions 
initiales. 

L’étude des problèmes aux limites II+ pour des conditions 
aux limites non auto-équilibrées peut être d’un certain intérêt. 
Comme on sait, les problèmes mixtes (cf. $5) se résolvent parfois 
par développement en série des conditions aux limites en con- 
traintes (sur la partie de la frontière où sont donnés les déplace- 
ments) suivi de la résolution de l’ensemble des prohlèmes aux limi- 
tes du type II qui se posent alors. Il n’y «x donc aucune néces- 
sité à ce que chaque harmonique conduise à des conditions aux 
limites globalement auto-équilibrées. Il est clair que lors de la 
sommation de toutes les solutions particulières (nécessaire pour 
la réalisation des conditions imposées aux déplacements) l’auto- 
équilibre de la charge totale doit être pris en compte. 
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Ces raisonnements peuvent être utilisés pour la résolution du 
problème I- à l’aide de l'équation intégrale (2.4) par analogie avec 
la méthode de résolution du problème extérieur de Dirichlet (cf. 
$ 2, ch. I). A la différence du problème précédent, on aura à 
construire toutes les six fonctions propres et donc à résoudre 6 
problèmes aux limites auxiliaires. 

Faisons l’étude des problèmes de la théorie de l’élasticité rela- 
tifs à un milieu peu compressible. Notons que si l’on pose dans les 
équations intégrales (2.2) et (2.3) le coefficient de Poisson égal 
à 0,5, l’on obtient des équations identiques à celles obtenues dans 
[100 ] pour un écoulement linéarisé d’un liquide visqueux incompres- 
sible. Il est établi dans le travail cité que ces équations admettent 
au point —1 (de même que les équations (2.2) et (2.3)) un pôle 
simple auquel correspondent 6 fonctions propres et, en outre, au 
point 1 un pôle simple auquel correspond une seule fonction propre. 
On à établi que pour le problème aux limites II- cette fonction 
estunefonction vectorielle dirigée suivant la normale à la surface 
et ayant en tous les points une même valeur absolue. On tire 
cette conclusion du fait que pour l’équation conjuguée (correspon- 
dant au problème aux limites I+) la position du problème n’est 
possible qu’à la condition 


\F:av(o dS, = 0 
S 


traduisant l’invariance du volume d'un milieu incompressible 
lors de la déformation. Pour cette raison l’équation conjuguée 
(pour le problème II-) ne peut être résolue que pour certaines res- 
trictions sur la condition aux limites, tandis que le problème aux 
limites lui-même admet une solution dans le cas général. 

Comme on a noté plus haut, tous les pôles de la résolvante des 
équations intégrales singulières de la théorie de l’élasticité, sauf 
un, sont en module supérieurs à 1. Aussi lorsque o tend vers 
0,5, le second en grandeur pôle de la résolvante tend-il vers 1. 
Donc on a tout lieu de supposer que pour des o voisins de 0,5 la 
convergence des séries (2.20) et (2.21) sera insuffisante. 

Nous voyons que seul le cas du problème II- nécessite d’in- 
troduire des corrections dans la solution obtenue par la méthode 
des approximations successives. Dans le problème I+ aucune mo- 
dification n’est nécessaire et dans le problème II+ il faut utiliser 
la série 


= 0,596 + 0,5(Po — p1) — 0:5(p; — 2) + ... (2.25) 
Dans le problème II- le calcul des relations de récurrence conduira, 


comme il a été dit, à la construction d’une fonction propre Cv(g). 
plus exactement à la détermination de la constante C. Utilisons 
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ce fait pour obtenir une représentation convergente de la solution 
[114]. Considérons le problème aux limites pour lequel on connait 
la solution exacte #, en déplacements et en contraintes *). Cal- 
culant les relations de récwrence (2.19) nous obtenons une certaine 
valeur de la constante (désignons-la par C;). Le problème aux 
limites pour le déplacement uw, — u — Cu,/C;, conduira alors, 
comme il est aisé de voir, à un processus convergent. 

Dans le cas où la convergence des séries (2.20). (2.21) n'est 
pas suffisante, on peut l’améliorer par des procédés connus (cf. 
$2, ch. I). 

Considérons maintenant les problèmes où le domaine D est 
délimité par plusieurs surfaces $S, (7 — 0,1,...,#) disjointes 
excepté $, qui englobe toutes les autres. Remarquons que Ka sur- 
face S, peut être absente. Nous envisagerons le deuxième problème 
fondamental. Nous nous donnons sur chaque surface 5, une fonc- 
tion vectorielle p,(g) à déterminer et nous formons un potentiel 
de couche simple, prenant ces fonctions pour densités. Effectuant 
alors pour l’opérateur des contraintes le passage à la limite vers 
les points de la surface, nous obtenons un système d'équations 
intégrales que nous écrirons symboliquement sous la forme 


ee) — Tiges, = FA (ges) 29 
S 
Ici S— US, À — —1. La direction positive de l2 normale 
était celle suivant laquelle on sortait du domaine occupé par le 
milieu élastique. 

Il à été remarqué plus haut que toutes les formules de Betti 
recrutées pour l’analyse spectrale s'avèrent valables dans le cas 
d’un domaine délimité par plusieurs surfaces, seulement une ana- 
lyse complémentaire s’impose pour les points À — +1. 

L’équation intégrale homogène associée à (2.24) est une equa- 
tion que l’on peut obtenir si l’on construit la solution du premier 
problème fondamental pour les domaines D}, Dj, Dj,.... D} 
sous la forme d’un potentiel élastique généralisé de couche 
double réparti sur toutes les surfaces **). Les conditions aux limi- 
tes étant homogènes, tous les déplacements dans les domaines 
complémentaires seront nuls et par conséquent seront nulles les 
contraintes aussi. De là continuité du vecteur des contraintes sur 


*) On peut procéder de la façon suivante: donner dans l’espace la solution 
correspondant à la singularité en un certain point du domaine complémentaire (par 
exemple la solution qui en coordonnées sphériques s'écrit sous la forme 6, — — 1/r°, 
Ge, S9=1/2r°,7,5 = T0 = Toz = 0), ct déterminer les contraintes induites par celle-ci 
sur la surface S. 

**) Cette procédure devient inutile si l’on se propose d'obtenir simplement les 
solutions dans chacun des domaines. On peut alors poser les problimes et les résou- 
dre indépendamment. 


$ 2] ÉQUATIONS INTÈGRALES DES PROBLÈMES SPATIAUX 253 


la frontière découlera la nullité des contraintes dans tout le do- 
maine D d’où l’on déduira que les seuls déplacements du corps 
sont ceux de solide. Mais comme une solution non triviale existe 
pour des conditions homogènes, l’équation (2.24) s'avère résolu- 
ble dans le cas général si sont réalisées les conditions d’orthogona- 
lité (2.9) où par S on doit comprendre l’ensemble des surfaces 
S,. Il est évident qu’en présence de la surface S, le déplacement 
de solide du domaine D; est inadmissible, donc l’équation n’admet 
pas de solutions nontriviales, mais est résoluble pour des condi- 
tions aux limites arbitraires. 

L'équation intégrale (2.24) correspond pour À = 1 au deuxième 
problème fondamental concernant l’ensemble des domaines D}, 
Di, ..., Dj quand la solution est recherchée sous la forme d’un 
potentiel unique de couche simple distribué sur toutes les surfaces. 
Les fonctions propres de l'équation associée correspondent à la 
solution du premier problème fondamental pour le domaine D. 
Utilisant le théorème généralisé de Gauss (1.19) il est aisé de 
montrer que le mouvement de solide de chacune des surfaces 
S,(j # 0) est une fonction propre. C’est pourquoi à la différence 
du cas où le domaine est délimité par une seule surface, le point 
? — 1 est pôle de la résolvante. 

Ce qui vient d’être dit permet d'affirmer que la résolution de 
l’équation (2.24) par la méthode des approximations successives 
dans sa forme (2.18) n’est possible que lorsque la charge appliquée 
à chacune des surfaces est auto-équilibrée (ce qui conduit à 
l'annulation du pôle de la résolvante au point ? — 1), dans le cas 
contraire (à condition que soient auto-équilibrées toutes les for- 
ces du système, la surface S, étant présente) on doit utiliser la 
représentation (2.20). 

Considérons un cas particulier. Dans le cas où la surface S 
est une sphère de rayon À on réussit à résoudre les équations 
(2.2) et (2.3) sous forme explicite. Le cas le plus simple est celui 
où la charge est une pression hydrostatique p+. Les conditions 
aux limites sont alors les suivantes : 


T,u = 2”, Ts. =, =0: 2,25) 
La solution de ce problème en déplacements et contraintes est 
triviale : 


Ge = Op = Pt rs —= Fr0 — T63 — 0. 
Les déplacements obtenus représentent un potentiel de couche 
simple prenant sur la surface la valeur 


1 = p+R un {= il + (2.27) 


- 
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(c’est la valeur de l’unique composante non nulle «,). Comme ce 
potentiel de couche simple est une fonction continue dans tout 
l’espace, pour le déterminer dans le domaine extérieur on doit 
résoudre le premier problème fondamental pour l’espace à cavité 
sphérique sur la surface de laquelle est donné le déplacement 
(2.27). Ce problème peut être résolu de la façon suivante. Suppo- 
sons que la surface d’une cavité de rayon R est soumise à une 
pression hydrostatique p-. La solution est alors de la forme 
1+6 R° 


—+ Us = UZ =0(. 2,28 
DE : ô 5 ( ) 


UT — 


Egalant les déplacements u;|,_.r à «R, nous obtenons là relation 


PT — —9 TE 29) p+. 
—— GC 
Portant celle-ci dans (2.28) nous aboutissons à la représentation du 
potentiel dans le domaine extérieur. 
Ainsi, nous avons obtenu les représentations du potentiel dans 
les domaines intérieur et extérieur et trouvé les valeurs limites, de 


l’intérieur et de l'extérieur, de l’opérateur des contraintes 
(» et p- ==?" | A l’aide de la relation (1.23) nous obtenons 


la valeur de la densité de ce potentiel, i.e. la solution de 
l’équation intégrale correspondante sous la forme 
2er = pe —pt = Dpt. (2.29) 
—— C 
Ici de même il s’agit de la seule composante normale. 

Des raisonnements analogues effectués pour le problème exté- 
rieur conduisent à la solution de l’équation intégrale pour ce 
problème. Nous ne donnons que le résultat : 

__3({4—0o) 9 
re (2-30) 

Faisons quelques remarques d'ordre général [75]. Nous avons 
considéré les questions concernant la résolution des problèmes aux 
limites fondamentaux de l’élasticité par la méthode du potentiel, 
obtenu des équations intégrales et établi les conditions de leur 
résolubilité sous l'hypothèse que la surface frontière est une 
surface de Liapounov et le second membre est de classe H.-L. 
Dans ce cas la solution aussi appartient à la classe H.-L. 

Pour le problème II la densité du potentiel de couche simple 
(ie. la solution de l'équation intégrale) sera de classe (9 et 
d’après ce qui à été dit au $ 1, le potentiel de couche simple ser: 
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une fonction de classe C1”, solution régulière (classique) du pro- 
blème aux limites. Une étude analogue du problème I ne conduit 
pas à un tel résultat. La densité étant comme auparavant de 
classe C°$, le potentiel de couche double sera une fonction de 
classe C°8 qui n’est pas une solution régulière. Dans ce cas on 
entendra la solution au sens des distributions. 

Remarquons qu’en imposant à la surface et aux conditions 
aux limites des restrictions complémentaires on peut arriver à 
une solution classique. En effet, soit S € V.(a) et F(g)e C'$. La 
solution de l'équation intégrale sera alors de classe C'$ er le 
potentiel de couche double représentera, lui, une solution régu- 
lière (fonction de classe C'É). 

Examinons la construction des équations intégrales singulières 
unidimensionnelles pour le problème plan de l’élasticité [42]*). 
Rappelons que les équations régulières ont été construites et 
étudiées au $ 3 du chapitre V. 

Comme dans le cas spatial, nous utiliserons pour la construc- 
tion des équations intégrales singulières la solution relative à une 
force concentrée (dans un plan illimité) que nous représenterons 


par la matrice É(p, q). souvent appelée matrice de Boussinesq 
2 

+ ny — (=) _ à ar 

Abu À—u ÔTi CT 0T 

27 u(2 + 24) or. or. À + 34 ]n Lu or | 
ÊT1 ÊTe A+ Êts (2.31) 
Les éléments de cette matrice peuvent être trouvés en particulier 
à partir de la solution complexe (4.72), ch. V. S’il s’agit, par exem- 


ple. du deuxième problème aux limites, on construit le potentiel 
de couche simple 


T(p. q) — 


rw) = (fo, etnaz, (2.82) 

L 

où L est le contour frontière. 
L'application de l’opérateur des contraintes (dans le cas de 
deux dimensions) au potentiel (2.32) et le passage à la limite vers 
les points du contour conduisent à l’équation intégrale singulière 


p(a) — ACTE g)o(g) dL, = F(q'). (2.33) 
à 
Pour le problème intérieur, À = —1 et la fonction F(q) coïn- 


cide avec la condition aux limites ; pour le problème extérieur, 


*; Dans [12] sont construites et étudiées les équations pour le cas d’oscillations 
périodiques. 
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= ], et la fonction F(q) est de signe contraire de celui de la 
condition aux limites. Rapportons l’expression des éléments de la 


matrice Ê,(q’, 9) = Tuul (4, Q) : 
mt oc ] ne 


= 0 d Ô 
É,(g', 9) —| di ue nr + 
bo, —é _èr Re 21 dn(g”) 
| lé ô% a 77 
+m, | é og; 9) Inr. (2.34) 
o(g', q) 0 
Ici 
MN; == ee, UA — _2Q +4) 9 
R(2. + 2u) T(À + 2u) 
&w(q", q) = L COS (ny: Li) — + cos (nr; To). 


Comme dans le cas spatial, les éléments de la matrice (2.34) 
sont doublés. 

On observe une analogie presque complète avec les équations 
intégrales des problèmes spatiaux. Pourtant certaines questions 
sont étudiées plus exhaustivement et à l’aide d’un autre appareil. 
L’applicabilité des alternatives de Fredholm est étayée par des 
résultats bien connus de la théorie des systèmes d'équations sin- 
gulières unidimensionnelles [158]. Des calculs immédiats ont 
montré que l'indice du système (2.33) s’annule. Notons que la 
condition d’existence d’une solution régulière du problème II- 
plan est la nullité du vecteur des efforts résultant. 

Signalons l'existence d’équations intégrales (régulières et sin- 
gulières) pour les problèmes à symétrie axiale de la théorie de 
l’élasticité [51, 118. 106, 2]. 

Considérons aussi l’application en théorie de l’élasticité de là 
matrice (tenseur) de Green. Soit p un point du domaine D et 
T(?, q) la solution de Kelvin-Somigliana qui lui correspond. Soit 
U{(?, q) une matrice dont chaque colonne vérifie les équations 
de Lamé (suivant les coordonnées du point g), le point p figu- 
rant dans les éléments de cette matrice comme paramètre. On 
peut alors montrer (répétant effectivement tous les raisonnements 
qui ont conduit à la formule (1.12)) qu'a lieu l’égalité 


u(p) — \ ce, g)T,u(q)dS, — \ TG g'u(g)dS,, (2.35) 
S T 
où 
G(D. q) = T(p. 4) — U(p, 9). 
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Exigeant en outre qu’aux points de la surface on ait 


G(?, q) = 0, 


alors U(p, q) = (?p. g) (ge S), et on obtient la matrice de Green 
pour le premier problème fondamental de l’élasticité. Dans ce cas 
la représentation (2.35) se simplifie et prend la forme 


u(Dp) = — \ TG, gju(g) ds, (2.35°) 


à 


n) 


qui est effectivement la représentation explicite de la solution du 
premier problème fondamental. L’existence de la matrice U{(?, q) 
découle de l’existence de la solution du premier problème fonda- 
mental. Par conséquent, la matrice de Green existe aussi. 

La matrice de Green permet d’obtenir d’autre part la repré- 
sentation des déplacements vérifiant les équations de Lamé non 
homogènes (A*u = f(q)) : 


u(p) = — \ TG ghu(a)dS, + \ Ge, fa dQ. (2.36) 
S D 


La construction de la matrice de Green pour le deuxième 
problème fondamental est liée à certaine complication (analogue 
à celle de la fonction de Green du problème de Neumann (cf. $*, 
ch. I). Le fait est que dans le cas d’un domaine D fini il est 
impossible de choisir une matrice U{(?, q) telle que l’opérateur des 
contraintes des déplacements définis par la matrice G&(p, g) s’annule 
sur la surface S. 

On réussit à appliquer l’appareil des fonctions de Green à 
l’analvse des problèmes de la théorie des oscillations. L’équation 
pour les amplitudes des déplacements 


Atu = —k°u (2.35) 
permet de représenter ceux-ci par la matrice de Green : 
u(p) = — \r,&, qu(g)aS, + | Gt, q'u(g)dQ. (2.38) 
S D 


Pour des conditions aux limites homogènes nous obtenons donc 
une équation intégrale symétrique : 


up) = | Gp, gu(a) dQ. (2.39) 


D 
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On montre [74] que le noyau est de carré intégrable. Ceci 
étant, la théorie des équations intégrales de Fredholm symétriques 
nous conduit à la démonstration de l’existence (pour un domaine 
fini) d’un spectre discret de valeurs propres (autrement dit de 
fréquences d’oscillations propres) qui sont des nombres réels et, 
de plus, positifs *). 

I1 en est de même pour le deuxième problème fondamental. 

Pour l’étude des problèmes aux limites on construit mainte- 
nant, à l’aide de potentiels de couches double et simple (à partir 
de la matrice (1.33)), des équations intégrales singulières. Les 
alternatives de Fredholm s'étendent automatiquement à ces 
équations, celles-ci ne différant des équations de statique que 
par des termes réguliers. La complication est due à ce que, pour 
certaines valeurs de la fréquence k° des oscillations propres, les 
solutions des problèmes homogènes ne sont pas uniques. 

Attirons l’attention sur un fait intéressant dû à la correspon- 
dance qui existe entre les équations intégrales des problèmes 
It et II-. Soit À? la fréquence des oscillations propres. Quoique 
l'équation intégrale du problème I1+* admette une solution non 
triviale, là résolubilité du problème aux limites entraine la véri- 
fication des conditions d’orthogonalité. L’équation intégrale du 
problème II- étant associée à celle du problème I*, le nombre £: 
appartient également au spectre de valeurs propres, mais les condi- 
tions d’orthogonalité ne sont pas dans ce cas vérifiées, ce qui 
conduit à la non-résolubilité de l’équation. Il est alors nécessaire 
de modifier la représentation des amplitudes en y introduisant 
certains termes [73]. 


$3 Méthodes de réalisation numérique 


Les méthodes numériques de résolution des équations intégrales 
se basent en premier lieu sur la possibilité de calculer les intégrales 
figurant dans les équations. Indépendamment de la façon dont 
on résout celles-ci, que ce soit par la méthode des approximations 
successives (quand à chaque étape est connue toute l’expression 
sous l'intégrale) ou par la méthode des quadratures mécaniques 
(quand la fonction cherchée est supposée constante à l’intérieur 
d’un petit domaine, ce qui permet de la mettre en facteur devant 
le signe de l'intégrale), on en vient toujours à calculer l’intégrale 
d'une expression connue. 


| *) Pour la démonstration de cette dernière affirmation on fera recours aux iden- 
tités de Betti (en analogie complète avec le cas de l'équation de Helmholtz; 
cf. 87, ch. I). 
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Les intégrales figurant dans les équations (2.2), (2.3) et (2.5) 
sont des intégrales singulières bidimensionnelles. Conformément 
à la théorie générale ($ 3, ch. I) il conviendrait pour leur calcul 
d'introduire chaque fois un système de coordonnées local qui se 
définit par l’intersection de la surface en question avec les surfaces 
de coordonnées r — const, ® = const d’un repère cylindrique dont 
l’axe z est dirigé suivant la normale à la surface au point où l’on 
calcule l’intégrale. Ce procédé est lié à de sérieuses difficultés 
techniques qui accroissent avec le nombre de points en lesquels 
il y à lieu de calculer les intégrales singulières. La prise en compte 
de la spécificité des noyaux des intégrales considérées à permis 
cependant d’éviter les difficultés signalées. L’un des procédés [109] 
consiste à transformer ces intégrales singulières en intégrales 
impropres (régulières) ; l’autre [1,20] se base sur la possibilité 
de calculer sous forme explicite l’intégrale du noyau quand l’éle- 
ment de surface est un polygone plan. 

Considérons tout d’abord le premier procédé. Pour les intégrales 
figurant dans les équations (2.2), (2.3) et (2.5) on a les identités 


\ ra g)p(g) dS; — —œ(q) + \ ras q)Lp(a) — p(g)]dS,, (3.1) 


S S 


|, g)o(g) dS, — 
S 


= —e(u) +| Ii De — Tia Delas, (322 
S 


appelées les représentations régulières. 

Si les fonctions @(q) sont supposées de classe H.-L., les intégrales 
figurant aux seconds membres sont évidemment des intégrales 
impropres, de sorte que pour leur calcul on peut utiliser telles ou 
telles formules d’intégration connues. 

Considérons le cas où la surface $ n’est pas fermée *) [66]. 
Afin de donner aux intégrales singulières considérées une repré- 
sentation régulière (aux points intérieurs de la surface S) il faut 
d’une facon quelconque compléter la surface S pour obtenir une 
surface fermée Se (S2 — SUS,) posant sur S, la densité nulle. 


*) Ce cas présente de l'intérèt dans les problèmes où la configuration du corps ct 
la nature des conditions aux limites sont telles que l'on peut supposer la densitt 
@(q) nulle sur une certaine partie de la surface frontitre. Des problèmes mixtes 
amènent eux aussi au calcul des intégrales suivant des surfaces non fermées 
(cf. $ 5). 
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On aura alors les représentations régulières suivantes : 


\ ra g)p(g)dS, — —p(g) + 


S 


"1 \ ra De) — p(u)1d84 — \ ra, gd aS,elu (31) 


S 


\ni g)o(g) dS,; = —(q) + 


S 


+ | [iQ 4)p(9) — Log 9)P(4)1dS — \ ra g)dSp(q). (3.2”) 


Si 


Lorsque $ est une partie du plan [83], les formules (3.1’) et 
(3.2) se simplifient pour devenir 


\ ra g)p(g)dS, — \ ras g)Lp(g) — p(g)]4S, (3.17) 
S 


S 


ra gp(g) ds, = \x 1(Q> 2)P(9) — Lg, g)p(g)1dS.. (3.27) 


S S 


Les représentations régulières (3.1) et (3.2) permettent de 
calculer les intégrales singulières figurant dans les équations de la 
théorie de l’élasticité par les formules d'intégration applicables 
usuellement aux intégrales impropres. Avec la méthode des appro- 
ximations successives, les relations de récurrence (2.19) deviennent 


ia) = 0. ia) \ ra gLou-1(0) — pum)ldS,. (3.3) 


S 


Pa(d) = —PDa-1(Q1) + \rria 4)Pn-1(9) —T'o(Q1s )Pa-1(Q)]dSe (3.4) 


n 
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On décrit dans [1, 20] des procédés de calcul direct des inté- 
grales singulières considérées. Dans [20] est obtenue l’expression 
d’une intégrale singulière dont le domaine d'intégration est un 
polygone plan et la densité constante. La valeur de l’intégrale se 
représente alors par des fonctions élémentaires. Ce résultat s’expli- 
que par le fait que le domaine « découpé » (conformément à la 
définition de l'intégrale singulière) est un disque. 

Dans [1], la formule d'intégration est construite sur un autre 
principe quoiqu’avec les mêmes restrictions. On passe au schéma 
de calcul à partir de l’expression même du potentiel de couche 
simple. Comme pour des restrictions mentionnées il se calcule 
au moyen de fonctions élémentaires, les valeurs correspondantes 
des contraintes dans tout l’espace, y compris leurs valeurs limites 
des différents côtés de la surface frontière, s'expriment par des 
fonctions élémentaires. 

Il est clair que la résolution des équations intégrales par la 
méthode d’intégraticn mécanique ou par la méthode des approxi- 
mations successives exigera une discrétisation de toute la surface 
frontière S, i.e. sa partition en petits domaines (élémentaires) 
S ; (9 — 1,2, ses NV): 

Donnons-nous dans chaque domaine un point gg, que nous 
appellerons point d'appui. On peut choiïsir ces points de façon 
arbitraire, mais il est rationnel de les situer dans la partie centrale. 
Faisons intervenir également des points dits points nodaux q}, 
sommets des domaines élémentaires (4 = 1,2,..., N,). 

Nous exigerons la vérification de ces analogues discrets des 
équations intégrales aux points d'appui. Nous obtenons de la 
sorte des systèmes d’équations algébriques linéaires avec la 
méthode d’intégration mécanique, tandis que la méthode des 
approximations successives nous conduira à l’application succesive 
des formules d’intégration. 

Ces procédés permettent de résoudre numériquement es 
équations intégrales singulières de la théorie de l’élasticité. 

Décrivons la réalisation de la méthode des approximations 
successives à l’aide de représentations régulières. Le schéma le 
plus simple est celui où chaque terme de la somme intégrale repré- 
sente le produit de la fonction sous l'intégrale au point d'appui 
par la surface du domaine élémentaire. Ne sont pas gardés dans la 
somme les termes au dénominateur nul. Les relations (3.2) s’écri- 
vent alors 


Pn(g;) = — Pa-1(9;) Aa 


N 
de pa [T(q5 4,)Pa-1(g) — Lg Q)Pn-1(95) AS. (3.5) 


i#) 
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Un schéma de calcul plus exact sera obtenu si l’on part de la 
représentation de chaque terme de la somme intégrale sous forme 
du produit de la valeur moyenne (sur les points nodaux) de l’ex- 
pression sous l'intégrale par la surface du domaine élémentaire 
supposant la fonction ®@,-1(q) constante à l’intérieur de chaque 
domaine élémentaire. On a 
ee oi 


2 C(Qss D) Pa-1(qi) — 


— F:(q;; Qi) Pa-1(95)]- (3.6) 


Afin de prendre en compte la variation de la fonction @,-,(g) 
dans son domaine élémentaire, les valeurs aux points nodaux 
peuvent être déterminées par extrapolation. Dans ce cas nous obte- 
nons la formule d'intégration [110] 


PA(g;) =. Pa-1(9;) + 


Li er — D [T(gs 9) Pa-1(9i) — Lags D) Ps-1ls)]. (3.7) 


Pa(g) = — Pa- 1(9;) + G 


Notons que les formules d'intégration des intégrales singu- 
lières élaborées dans les travaux [21, 77] développant l'approche 
décrite dans [20] le sont sous l'hypothèse que la densité varie 
dans les limites du domaine élémentaire. Ces formules sont natu- 
rellement beaucoup plus volumineuses. 

Nous avons présenté ci-dessus les formules d’intégration les 
plus simples. Il est clair que l’application de ces formules à la 
résolution des problèmes assez complexes de la théorie de l’élas- 
ticité est liée à des calculs fastidieux. Aussi serait-il intéressant 
d'envisager des schémas plus économiques. Notons tout de suite 
que l’efficacité des schémas de calcul n’est pas définie uniquement 
par le degré de précision atteint, mais aussi par la simplicité de 
programmation sur ordinateur et la facilité de leur mise au point. 

Passons à l’exposé des procédés de construction des schémas 
de calcul, basés sur les formules d'intégration élémentaires (3.5)- 
(3.7), qui ont permis de réduire notablement le volume des calculs. 
Dans [149] on propose d'effectuer les calculs par les formules 
d'intégration rien qu’en une partie des points d'appui, détermi- 
nant les valeurs dans les autres points par interpolation. Au fait 
il s’agit d'un maillage assez grossier pour l’approximation de la 
densité du potentiel et d’un maillage plus fin pour le calcul des 
intégrales mêmes. 

Dans [16] les calculs sont effectués en utilisant un maillage 
à pas variable. Le calcul des fonctions @,(qg) en un point concret 
se fait à l’aide d’une discrétisation unique de toute la surface et 
d’une discrétisation locale naturellement plus fine, au voisinage du 
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point donné. On à aussi à déterminer les densités dans les domai- 
nes élémentaires qui apparaissent par suite d’une discrétisation 
fine, ce qu’on fait également par interpolation. 

Une idée, au fond proche, est réalisée d’une autre manière 
dans [111]. On propose de déterminer chaque terme de 1x somme 
intécrale de différentes façons en fonction de la distance entre 
le point auquel l'intégrale se calcule et le domzine élémentaire 
définissant le terme. Lorsque les distances sont importantes, on 
peut se servir de la formule élémentaire selon laquelle la valeur de 
l'expression sous l’intégrale au point d’appui est multipliée par 
la surface du domaine. Dans le cas de distances petites on propose 
d'utiliser les formules d'intégration de Gauss dont l’ordre aug- 
mente avec la diminution de la distance. Les valeurs de la den- 
sité nécessaires pour la réalisation des formules de Gauss aux 
points internes des domaines élémentaires sont trouvées par inter- 
polation. Dans le travail cité on présente des recommandations 
sur le choix de l’ordre des formules de Gauss en fonction de la 
distance. Ces recommandations sont établies sur la base des 
calculs effectués pour un domaine plan divisé en petits carrés. 
Il est clair que pour une discrétisation assez fine (par rapport au 
rayon de courbure de la surface) les recommandations peuvent 
être étendues au cas de surfaces arbitraires. 

Dans le même travail [111] on expose des considérations 
permettant d’automatiser la préparation de l'information pour 
une classe large de surfaces et de conditions aux limites. Il est 
proposé de diviser la surface en quadrilatères assez grands, en 
général curvilignes. Moyennant un repère curviligne «, v on appli- 
que chacun d’eux sur un carré de côté 2 et de centre à l’origine 
des coordonnées. On peut introduire un tel repère à l’aide d’une 
fonction dite fonction de forme du deuxième ordre. 

Supposons que les sommets du quadrilatère x,, x, x, et x, 
ont pour images les sommets d’un carré (i.e. les points de coor- 
données u, = 1, 0, = —1, u; — 1,t, — 1, etc.); le point x, (sur 
le côté 7,%:) ayant pour image le point #, — 1, v, = 0; le point 
x (sur le côté z,z,), le point u; — —1, v, = 0; le point x. (sur le 
côté ææ3), le point u;, = 0, v, — 0; le point x, (sur le côté 
LT), le point ug = 0, T3 = —1. 

On appelle fonctions de forme du deuxième ordre les fonctions 


Nu, o) = (1 + un) (1 + vvi) (us + où — 1) (i=1,2, 8, 4), 


Nu,0) = -(1—)(1+uu) (= 5, 6), 


Nu, ©) — (1 — u*)(1 +ct,) (i = 7, 8). 
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Dans ce cas pour la surface du quadrilatère initial nous obte- 
nons la représentation 


8 
æ(u, 0) = Ÿ Nu, v)æ:. (3.8) 

DE | 
Les fonctions de forme du deuxième ordre conduisent à la cons- 
truction d’une surface continue si sur les côtés communs à deux 
quadrilatères on prend les mêmes points. Pour construire une 
représentation régulière de la surface il faut faire appel à des 

fonctions de forme d'ordre plus élevé. 

La discrétisation de chacun des grands quadrilatères est effec- 
tuée en donnant sur les côtés correspondants du carré (dans le 
plan ,®) quelques points par lesquels sont menées des droi- 
tes parallèles aux côtés. 

Il est clair que la partition de la surface en grands quadrila- 
tères et la partition de ceux-ci à leur tour en petits (leur nombre 
et dimensions) sont suggérées aussi bien par la forme de la sur- 
face initiale que par le caractère de variation de la densité 
recherchée du potentiel. Tout d’abord il faut que la représenta- 
tion (3.8) approche de façon satisfaisante la surface et ensuite 
que les domaines où l’on s’attend à une variation brusque de la 
densité et qui exigent par suite une discrétisation locale fine 
soient pris à l’intérieur de quadrilatères à part lors d’une pre- 
mière discrétisation. Dans le cas contraire, à cause de la struc- 
ture de l’algorithme assurant l’automatisation de la subdivision, 
apparait Ia nécessité 
d'introduire sur les do- 
maines attenants une 
discrétisation trop Îine, 
ce qui conduit 'à une 
réduction de l'efficacité 
du schéma de calcul. 

L’alsgorithme que 
nous venons de décrire 
a été appliqué à la ré- 
solution (moyennant un 
programme unifié) du 
problème spatial sui- 
vant. Le corps élastique 
représentait l’intersec- 
tion de deux cylindres 
creux identiques (fig.69), 
avec H}fr —=6, ir = 2 
et le coefficient de Pois- 
Fig. 69. Croisement de deux cylindres creux. son égal à 0,3. Le char- 
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gement se ramenait à une pression hydrostatique de valeur unité 
s’exerçant sur la surface intérieure. La symétrie par rapport 
aux trois plans permettait 

de n’effectuer le calcul des 

itérations que sur !/x partie 

de la surface (avec des 

corrections nécessaires sur 

le calcul des fonctions 

P,(q) sur la partie restante 

de la surface, car certaines 

de leurs composantes chan- 

geaient de signe). Sur la 

figure 70 sont montrés les 

trois quadrilatères en les- 

quels était découpée la 

partie considérée de 14 sur- 

face ; on y x indiqué éga- . . 
lement la position des Fig. 70. Partition des surfaces en quadrilatères 

: : F ss principaux. 

points qui ont été utilisés 

pour la construction de 0 /p 
fonctions de forme. La 6.0! 


| 
surface intérieure était | | 
divisée en 14 x8 parties, 
la surface extérieure en 4.0 
6 X 6 parties et la face 
en 6 X 4 parties. T ité- 20 
rations ont été exécu- 
tées. Sur la figure 71 0 | 
sont portées les valeurs 1, 2.0 ©x 3.0 Y/r 
des contraintes sur la LE 
droite ab. Les calculs 
ont montré qu’à une 
distance y >3r de l‘endroit de jonction la solution devient 
une solution de Lamé. 

Faisons la comparaison de la méthode d'intégration mécanique 
avec la méthode des approximations successives. La réalisation 
de la première conduit à un système d’ordre 3N (où ÆN est le 
nombre des domuines élémentaires). Aussi pour placer dans 
l’ordinateur les éléments de la matrice on aura besoin d’un volume 
important de mémoire opérationnelle (9N*?). Un autre inconvé- 
nient est que les problèmes 11* conduisent à des systèmes dégé- 
nérés nécessitant l’application de méthodes spéciales. 

La méthode des approximations successives est préférable. 
Premièrement, la convergence du processus itératif pour une réa- 
lisation exacte entraine qu’une réalisation approchée conduit à 


Fig. 71. Epures des contraintes. 
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une solution exacte, puisque pour tel ou tel nombre fini de ter- 
mes de la série le problème se ramène au calcul d’un nombre fini 
d’intégrales, ce qui peut être effectué avec une précision voulue *). 
Deuxièmement, la réalisation même de la méthode exige de gar- 
der dans la mémoire opérationnelle rien que deux itérations (i.e. 
6N nombres). 

Signalons encore une circonstance à l’avantage de la méthode 
des approximations successives. De nombreux calculs ont montré 
(et ceci est en accord avec les résultats de la théorie de la résol- 
vante) qu’à partir d’un certain » les fonctions @,(g) se condui- 
sent comme les termes d’une progression géométrique de même 
raison (définie par la position du second pôle de la résolvante). 
Aussi peut-on, en présence d’une convergence lente, établir la 
vraie valeur de la raison pour effectuer ensuite une sommation 
analytique. 

Passons aux problèmes à symétrie axiale dans le cas spatial. 
Il est naturel d’effectuer une discrétisation de la surface par un 
réseau de parallèles et de méridiens. Il est évident que le vecteur 
@(q) est constant sur chaque parallèle si on l’exprime dans un 
repère cylindrique (en projections +, et ®w.). En coordonnées 
cartésiennes utilisées dans les équations considérées on à les 
relations 


Pr = Ph COS D; Py = PSN, Pr: = D: 


qu’il convient d'utiliser dans les relations de récurrence (2.19). 
La procédure de calcul doit être organisée de façon que les som- 
mes de Darboux soient calculées le long de chaque parallèle. Il 
est utile dans ce cas de sommer numériquement [149] ou analyti- 
quement [58] les combinaisons correspondantes des expressions 
sous intégrales (multipliées dans les formules définitives par cos © 
et sin ©). Le volume de l'information nécessaire pour conduire 
le processus itératif s’avérera alors assez compact et pourra être 
inscrit dans la mémoire opérationnelle de l’ordinateur. Par con- 
séquent, la réalisation de chaque itération suivante exigera peu 
de temps en comparaison de la première itération. Il est clair 
que tous les calculs des densités sont à effectuer de même dans 
les points d’un seul méridien (initial). 

Notons que si l’on effectue l'intégration numérique suivant 
l’angle de rotation, il faut introduire une discrétisation suivant 
l'angle. Afin d'éviter les complications liées à l’apparition de 
toutes les fonctions propres. la discrétisation suivant l’angle doit 
avoir deux plans de symétrie. 

Arrêtons-nous sur l'influence de l’erreur des formules d’inté- 
gration sur la convergence de l’algorithme. Il est évident que 


*) La question de l'influence des erreurs de calcul n'est pas considérée ici. 
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dans le cas des problèmes I* et II” cette erreur (si elle est 
suffisamment petite) n’aura aucune influence sur la convergence 
(si l’on se sert bien entendu des formules (2.31’)), mais conduira 
à une certaine erreur sur la solution (analogue à celle qui apparait 
avec des séries tronquées). L’erreur admissible du schéma de 
calcul (garantissant la convergence) peut être estimée à l’aide 
de la valeur modifiée en conséquence du paramètre À (à condi- 
tion de supposer qu'il n’y à pas d’autres erreurs): la valeur 
À ne doit pas dépasser en valeur absolue le second en grandeur 
pôle de la résolvante. 

Dans le cas du problème I” (supposant connues les fonctions 
propres de l’équation associée et la condition d’existence de la 
solution vérifiée pour une condition aux limites donnée) et du 
problème II* il convient de se servir des recommandations expo- 
sées au $2 du chapitre I. Le premier procédé consiste à considérer 
la série (2.18) comme asymptotique, en refusant de réaliser un 
nombre d’itérations arbitrairement grand pour une discrétisation 
fixée de la surface. Le second procédé consiste à corriger chaque 
itération (en réalisant une projection orthogonale sur le sous- 
espace des fonctions vérifiant la condition d’orthogonalité). Les 
formules (2.32”), ch. I, se ramènent dans ce cas à la forme : 


6 
(0 = en — Satetas, (32) 
1—] < 
où ®,, sont les fonctions propres orthonormées des équations 
associées. Pour construire les fonctions on peut partir du système 

orthogonal suivant de fonctions linéaires : 


qu — (1, 0, 0), Pre — (0, 1, 0), Ps — (0, 0, 1), 
Pis — (Ts, 0, —x;), is = (— Ze Ti, 0), Qi — (0, —Zy To). 


Leur normalisation ne présente pas de difficultés. 

Dans le cas de symétrie axiale (si la discrétisation suivant 
l’angle admet aussi deux plans de symétrie) la formule (3.9) se 
simplifie et prend la forme 


oo v(vease, (3.10) 


S 


où le vecteur v’est dirigé suivant l’axe de rotation et égal en gran- 


deur à 1/}/S (S est l’aire de la surface). 

Examinons notre problème d’autres positions. Comme on à 
noté au $2, le processus des approximations successives appliqué 
à l’équation du problème II* conduit à la construction d’une 
fonction propre. Pour la somme finie des termes de la série on 


268 MÉTHODES DU POTENTIEL EN THÉORIE DE L'ELASTICITÉ [CH. VII 


obtient l’expression (2.22), d’où l’on déduit que le processus four- 
nit une solution, convergente en contraintes, du problème aux 
limites. Ceci concerne, bien entendu, une charge non équilibrée. 

Dans notre cas la charge doit être auto-équilibrée d’après la 
position du problème, mais à cause de l’erreur des schémas de 
calcul (sauf lorsqu'on à trois plans de symétrie de charges et 
géométrique) la solution n’est pas convergente. Il est logique 
d'interpréter cette erreur comme une erreur introduite au 
préalable dans les conditions aux limites (et violant les conditions 
d’auto-équilibre) et de procéder ensuite à une réalisation exacte 
de l’algorithme. On peut donc affirmer qu’a lieu la convergence 
de l'algorithme en contraintes, seule exigée d’après la position du 
problème. Il est clair que plus fine est la discrétisation et plus 
proche est la solution de la solution exacte. 


Illustrons les considérations que nous venons d’exposer sur 
l’exemple d’un problème à symétrie axiale relatif à un cylindre à 
bouts bombés. Le chargement se ramenait à des contraintes tan- 
gentielles s'exerçant sur deux bandes de surface cylindrique, 
l’une étant deux fois plus large que l’autre. Sur chaque bande la 
charge était distribuée suivant une loi linéaire, croissant du zéro 
au maximum, puis décroissant à zéro. La contrainte maximale 
au centre de la bande large était égale à l’unité et celle de la bande 
étroite, à moins deux. 70 points d’appui étaient introduits sur le 
contour de la section droite, la plupart situés sur les secteurs 
d'application de la charge. Les calculs ont été effectués pour 
trois discrétisations différant par la quantité de points d’appui 
au voisinage du milieu de la bande étroite (où les contraintes 
tangentielles sont maximales). 


Le calcul I à été effectué avec le plus petit nombre de points 
d'appui, le calcul II, avec 4 points de plus et le calcul III, avec 
encore 2 points. Le tableau +4 présente les valeurs de la z-ième 
composante des fonctions @,(q) (: est l’axe de rotation) en l’un 
des points d’appui pris sur la bande étroite pour les valeurs 
indiquées de n, les sommes correspondantes @"(q), ainsi que les 
valeurs de la composante ©. en l’un des points internes du corps 
situé au voisinage de la zone de chargement. Tous les calculs ont 
été effectués d’après la formule d'intégration (3.7) (en tenant 
compte de la symétrie axiale). 


Il apparait de ces données que pour un nombre fixe d’itéra- 
tions on observe avec l'élévation de la précision du schéma de 
calcul (passage du schéma I au schéma III) la convergence des 
sommes pour la densité, ce qui conduit à celle des sommes pour 
les contraintes. Si au contraire on se fixe une discrétisation, on 
constate qu’à partir d’un certain numéro (augmentant avec la 
précision du schéma de calcul) il y à non seulement divergence 
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de la somme des itérations, mais aussi accroissement de celles-ci. 
La convergence en contraintes à néanmoins lieu. 


Tableau 1 

| CP | Ps | O7 | Ps | ie | 15 
] 7,9-04 —5,1-03 —7,0-03 7,9-03 1,6-02 —1,7-02 
JI —3,2-03 —7,9-04 ; —1,7-03 2,0-03 3,9-03 —4,3-03 
III | —4,1-03 2,4-04 | —3,5-04 4, 5-04 9,6-04 |—1,1-03 
o? | o! | ol o5 E où ol5 

I —8,58-01 |—8,38-01 | —7,48-01 —1,918-01 —1,925-01 1—1,927-01 

II |—8,78-01 |—8,73-01 |—8,51-01 —2,060-01 —2,067-01 |—-2,068-01 


—8,82-01 |—8,82-01 |—8,76-01 | —2,095-01 | —2,1027-01| —2,1039-01 


Des calculs analogues mais utilisant une correction conformé- 
ment à la formule (3.10) ont été également effectués. Les résultats 
sont présentés dans le tableau 5. 


Tableau 5 
| Pa | Ps | O7 | Os | Pie | O1s 
I —4,2-04 5, 4-04 6,6-05 —3,4-05 —2,3-07 1,15-07 
|II |—4,6-03 6,1-04 7,8-05 —4,0-05 —2,5-07 1,25-07 
III] —4,5-03 6,3-04 8,0-05 —4,0-05 —2,5-07 1,27-07 


I |—8,82-01| —8,8231-01! —8.8233-01| —1,918-01 | —1,9247-01| —1,926-01 
II |—8,84-01| —8,8467-01| —8,8469-01| —2.059-01 | —2.0670-01| —2,068-01 
II1I1|—8,84-01| —8,844-01 | —8,8455-01| —2,059-01 | —2,1027-01| —2,104-01 


Ici déjà apparait nettement la convergence vers zéro de toutes 
les fonctions @,(q), la convergence des sommes et, naturellement, 
la convergence en contraintes. Notons que les valeurs des contrain- 
tes obtenues suivant les deux méthodes (sans et avec la correc- 
tion par la formule (3.10)) s’avèrent pratiquement égales pour des 
discrétisations identiques. 

Le corps considéré avait un plan de symétrie. On s’attend 
donc à ce que la fonction propre soit symétrique par rapport à ce 
plan (le problème étant à symétrie axiale, les cinq autres fonctions 
propres s’annulent). On affirmait plus haut qu’à cause de l'erreur 
des calculs, le processus itératif doit conduire à la construction 
d’une fonction propre. Aussi était-il naturel de s’attendre à ce que 
les fonctions @,(q) admettent (à partir de numéros suffisamment 
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grands) une symétrie du type indiqué. Les calculs effectués ont 
entièrement confirmé cette hypothèse. Ce fait peut être utilisé 
pour estimer la précision de la solution des problèmes aux limites 
quand la symétrie n’est que géométrique. 

Arrêtons-nous sur la question de calcul des contraintes et 
des déplacements après la résolution de l’équation intégrale. Plus 
précisément, il s’agit du calcul des contraintes aux points de la 
surface frontière, puisque le calcul des déplacements et des con- 
traintes aux points intérieurs du domaine se ramène au calcul 
d’intégrales à noyaux analytiques et le calcul des déplacements 
aux points de la surface, au calcul d’intégrales impropres *) qui 
peut être effectué par des méthodes connues. Il faut. il est 
vrai, pour les calculs effectués aux points proches de la frontière, 
introduire une seconde discrétisation de la surface dans le voisi- 
nage du point considéré. La densité utilisée dans les calculs doit 
alors être trouvée par interpolation à partir de la solution de 
l'équation intégrale. Les contraintes et les déplacements sont 
déterminés avec un degré de précision suffisant (dépendant de la 
précision de la solution de l’équation intégrale) si pour une deuxième 
subdivision (toujours plus fine) les valeurs trouvées restent sen- 
siblement les mêmes. 

En général, après avoir déterminé les déplacements en quel- 
ques points de la surface frontière, suffisamment voisins l’un de 
l’autre, et calculé les déformations selon les valeurs connues du 
vecteur des contraintes (donné d’après la position du problème), 
on peut déterminer les autres composantes du tenseur des con- 
traintes. 

Décrivons un autre procédé, dont l'avantage est de ne pas 
exiger pour sa réalisation l’introduction de blocs complémentaires 
dans le programme utilisé pour l’équation intégrale. Considérons 
au voisinage du point donné de la surface quelques points (situés 
pour plus de simplicité sur la normale à la surface) et calculons 
en ceux-ci toutes les composantes du tenseur des contraintes. 
On peut utiliser pour cela le bloc du programme principal servant 
à calculer l'intégrale 


\ ri Do(a)ds. 


S 


On fait les calculs pour trois directions de la normale. Puis, 
répétant les calculs pour une discrétisation plus fine on 
cherchera à obtenir des valeurs stables des contraintes et, 


*) Si l'on utilise l'équation intégrale (2.5), les déplacements sur la surface sont 
tirés de la solution de l'équation intégrale. 
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enfin, on effectuera une extrapolation quelconque (polynomiale, 
par exemple) au point donné de la frontière. 

Remarquons que le plus difficile est de déterminer, par cette 
méthode, les composantes figurant aux conditions aux limites *). 
Aussi, une fois qu’on à trouvé celles-ci avec une bonne précision, 
on peut être sûr que les autres composantes seront aussi obtenues 
avec une précision suffisante. 

Dans le cas de symétrie axiale la détermination des contrain- 
tes sur la frontière se ramène (avec une intégration analytique 
suivant l’angle) au calcul d’intégrales singulières, unidimension- 
nelles (cf. $ 3, ch. I). 

La précision de calcul de la solution peut être estimée par 
des méthodes traditionnelles [calculs pour une discrétisation plus 
fine, estimation de l'erreur sur les conditions aux limites, 
comparaison avec les caractéristiques intégrales exactes (quand 
par exemple, est connu, des conditions aux limites, le vecteur 
résultant des efforts dans la section), stabilité de la solution de 
l'équation intégrale]. Nous proposons un procédé nouveau qui 
exploite essentiellement le fait que l’équation (2.3) admet pour 
o = 0,5 une fonction propre connue au point À = 1. Cette fonction 
est une fonction vectorielle dirigée en tous les points suivant la 
normale à la surface et de module constant. On propose au fait 
de répéter le calcul pour la discrétisation utilisée dans le calcul 
principal, mais en posant le coefficient de Poisson égal à 0,5. 
L'écart obtenu pour un numéro suffisamment grand de l’itéra- 
tion de la direction du vecteur-solution par rapport à la normale 
à la surface et de son module par rapport à la valeur constante 
permet de juger de la précision du schéma de calcul. 

Signalons un procédé permettant d'élever notablement la 
précision des calculs dans nombre de problèmes. On sait que la 
solution de certains problèmes de la théorie de l’élasticité s’ex- 
prime de façon assez simple, en fonctions élémentaires par exem- 
ple. Cependant leur résolution numérique par la méthode du 
potentiel peut exiger beaucoup de calculs, comme disons le pro- 
blème d’une enveloppe sphérique à parois minces. Aussi peut-il 
s'avérer utile, avant de passer à la résolution immédiate de tel 
ou tel problème aux limites, de réaliser la superposition d’une 
solution de ce type, spécialement choisie de façon à faciliter la 
résolution du problème aux limites modifié. Dans le travail [113], 
ce procédé est illustré sur l’exemple d’un problème à symétrie 
axiale pour un cylindre à cavité sphérique, quand le rapport des 
rayons du cylindre (R) et de la sphère (r) est égal à 1,1, la 


*) On les calcule en général d’autres façons en utilisant des représentations 
régulières. 


272 MÉTHODES DU POTENTIEL EN THÉORIE DE L'ÉLASTICITÉ [CH. VII 


hauteur L — {r (fig. 72). Le chargement se ramenait à une pres- 
sion hydrostatique de valeur unité appliquée de l’intérieur de la 
cavité. On superposait à la solution recherchée la solution con- 


Fig. 72. Section du cylindre comportant 
une cavité sphérique. 


cernant une boule creuse de 
rayon extérieur À et derayon 
intérieur r, la charge étant 
appliquée sur la surface in- 
térieure. On obtenait ainsi un 
problème pour un chargement 
nul sur la surface de la ca- 
vité, alors que sur la surface 
extérieure du cylindre s’exer- 
çaient aussi bien des con- 
traintes normales que tangen- 
tielles. L’essentiel est que 
maintenant le vecteur résul- 
tant des efforts dans la section 
centrale du cylindre est nul, 
de sorte que l’on peut s’atten- 
dre à des valeurs petites des 
contraintes même pour une 
paroi mince du cylindre. tan- 
dis que dans le problème 
initial, ce vecteur était cons- 
tant, ce qui conduisait à un 


accroissement des contraintes avec l’amincissement de la paroi 
du cylindre. Sur la figure 73 sont données les erreurs sur la solu- 


Fig. 73. Erreurs de différens schémas de calcul. 


tion pour différents schémas de calcul. Les courbes I, II, IT 
correspondent aux calculs effectués avec respectivement 40, 80 
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et 120 points d'appui sur le contour de la section. Les courbes 
IV (40 points) et V (80 points) sont obtenues par le procédé im- 
pliquant la superposition indiquée de l2 solution que nous venons 
de décrire. 

Dans les exemples que nous avons tiaités la surface frontière 
était assez régulière. Considérons le cas d’une surface régulière 
par morceaux, c’est-à-dire constituée de surfaces régulières ouver- 
tes ayant des frontières communes le long de certaines courbes, 
qui à leur tour peuvent avoir des points anguleux. On donne à 
l'intéricur de chacune de ces surfaces une condition aux limites 
de type quelconque ; quant aux conditions sur les arêtes ou aux 
points anguleux, celles-ci doivent être considérées comme condi- 
tions limites pour les surfaces limitrophes. On suppose par ailleurs 
l'absence de forces concentrées aux points singuliers *). 

Partant comme auparavant de potentiels élastiques géné- 
ralisés on peut sans difficultés construire des équations intégrales 
pour ce genre de domaines, mais des discontinuités apparaissent 
alors dans les noyaux et dans le coefficient du terme hors inté- 
gTale. Il n'existe malheureusement pas de théorie pour les équa- 
tions de ce type. Toutefois on peut sans peine étendre formelle- 
ment (avec des complications qui s'imposent) les schémas de 
calcul exposés plus haut. 

On contourne les difficultés en effectuant séparément la discré- 
tisation de chacune des surfaces. De cette façon aucun domaine 
élémentaire ne sera commun à plusieurs surfaces et les points 
réguliers appartiendront à deux surfaces (ou plus). Avec une 
telle discrétisation tous les points internes seront des points 
réguliers et il n’y aura aucun besoin de reviser les formules de 
calcul. On procède de même dans le cas de points singuliers isolés 
(points coniques) : chacun de ces points doit être le sommet de 
plusieurs domaines élémentaires. 

Admettons qu’avec la diminution des domaines élémentaires 
les valeurs des densités et des contraintes se stabilisent partout 
sauf au voisinage immédiat des points irréguliers, zone qui égale- 
ment diminue avec la réduction des domaines élémentaires. On 
peut considérer la solution du problème aux limites satisfaisante 
si les valeurs stables des contraintes obtenues au voisinage des 
points singuliers (excepté le petit domaine signalé plus haut) 
tendent asymptotiquement vers les solutions données par les équa- 
tions (8.34), (8.35), (8.52) et (8.53), ch. III, dans le cas où les 
conditions aux limites sont compatibles. Dans le cas contraire 
les représentations asymptotiques seront tirées de l’analyse des 
solutions pour des domaines en forme de coins. 


*) Dans Ile cas contraire il faut les éliminer par superposilion de solutions 
particulières adéquates. 


18 


274 MÉTHODES DU POTENTIEL EN THÉORIE DE L'ÉLASTICITÉE (CH. VII 


Jllustrons les considérations que nous venons d’exposer sur 
l'exemple d’un problème à symétrie axiale (extérieure et inté- 
rieure) : la surface frontière du corps était formée par la rotation 


d’un carré de côté V2 autour de sa diagonale. La charge se 
ramenait à une pression hydrostatique de valeur unité. L’inté- 
gration numérique s'effectuait suivant l’angle de rotation [149] 
afin de directement tenir compte de l’influence de la partition 
suivant l’angle de rotation. Les calculs sont effectués pour trois 
variantes de partition, Ce qui à permis d’estimer l'influence des 
dimensions des domaines élémentaires. Dans le tableau 6 sont 
présentées les valeurs de quatre angles (en fractions de +) entre 
les sections méridionales qui constituent la discrétisation au voisi- 
nage de la section initiale (pour laquelle ont été effectués les 
calculs). 


Tableau 6 
A 0,001 0,002 0,002 0,05 
B 0, 00002 0,00004 0,0003 0,00075 
C 0,00001 0, 00002 0,00003 0,00004 


On variait également le nombre et la disposition des points 
d’appui sur le contour de la section. Aux 27 points d'appui de 
base choisis sur les côtés du carré 0,01 < |2z|] < 0,99 (ici est 
indiquée la z-ième coordonnée des points), symétriquement par 
rapport à leur milieu, on ajoutait des points d’appui supplémen- 
taires, sur les secteurs attenant au sommet et à l’arête (symétri- 
quement de même). Dans le tableau 7 sont données les valeurs de 
là coordonnée z des 4 points d’appui les plus proches du sommet 
pour trois variantes de partition. 


Tableau 7 
I 0,99 0,982 0,97 0,95 
II 0,9999 0,9997 0,99925 0,994 
JIT 0,9995 0,9999 0,9998 0,9997 


Les calculs ont été effectués pour 9 variantes de discrétisa- 
tion de la surface obtenues avec toutes les combinaisons possibles 
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présentées plus haut des partitions de l’angle et du contour. Dans 
le tableau 8 sont données les valeurs de la z-ième composante de 
la densité en quelques points d’appui (on indique leur z-ième com- 
posante) pour toutes les 9 variantes de discrétisation. 


Tableau S 


A | 4,88 | 4.42 | 4.40 | —| 5,30 | 5,25 | —| 4,48 | 4,65 
B | 4.43 | 4.11 | 4,08 | —| 5,00 | 4,64 | —] 19,4 | 21.7 
C | 5.09 | 4.70 | 4,64 | —| 5,81 | 5,67 | —126,09 | 29,20 


Ces données montrent qu'avec la diminution des domaines 
élémentaires, les valeurs de la densité ont une tendance à se sta- 
biliser, même au voisinage des points irréguliers de la surface. 

Les calculs des contraintes ont montré que pour le problème 
intérieur l’état de contrainte dans tout le corps est déterminé 
avec une erreur inférieure à 0,005, partout excepté le domaine 
attenant au sommet et les points du domaine attenant à l’arête 
et qui en sont éloignés de moins de 0,05. Pour le problème exté- 
rieur, les valeurs des contraintes n'étaient différentes qu’aux 
points situés dans le voisinage des points non réguliers de la 
surface (à une distance inférieure à 0,03). 

Faisons l'analyse de l’état de contrainte au voisinage des points 
non réguliers de la frontière dans le cas où les équations (8.55) 
(pour le sommet) et (8.34) (pour les points sur l’arête), ch. IIT, 
admettent des solutions non triviales conduisant à des contrain- 
tes illimitées. Etant donné la configuration du domaine considéré, 
de telles solutions n’apparaissent que dans le problème extérieur. 
De l’équation (8.55) (cf. fig. 25, t. I) il découlera que pour v = 0,3 
les contraintes au voisinage du sommet se comportent comme 
C(œ, 8)97%? (en coordonnées sphériques locales). La fonction 
C(9, 0) sera, bien entendu, différente pour chaque composante. 
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Le problème considéré ayant un plan de symétrie des forces 
et géométrique, la solution asymptotique au voisinage de l’arête 
doit être symétrique. Ceci étant, les constantes B et D figurant 
dans la représentation (8.24), ch. III, doivent s’annuler. Donc, 
pour déterminer la solution il faut se reporter à l’équation 
(8.30). Cette équation possède la racine À — 0,545 pour l’angle 
x = 347, Ce qui conduit à C(o) p-°#% (en coordonnées locales 
dans le plan perpendiculaire à l’arête). 

A partir des représentations (8.51) et (8.22), ch. III. on 
établit la forme des fonctions C(®, 8) et C(o) à un facteur cons- 
tant près, le même pour toutes les composantes des contraintes. 
Dans le dernier cas les formules (8.26) après le remplacement de 
la constante À par C conformément à (8.31) conduisent directe- 
ment au résultat cherché. 

Se pose ensuite le problème de l'extraction des fonctions C(9, 9) 
et C(o) de la solution numérique du problème aux limites en 
contraintes. Nous partirons de l’exigence tout à fait naturelle (en 
raison de l’analyticité de la solution des équations de la théorie 
de l’élasticité aux points internes) que la solution numérique soit 
tangente continûment à la solution asymptotique. À cet effet, 
nous déterminons en quelques points du domaine, proches du 
point non régulier considéré et situés sur le rayon passant par 
celui-ci, la valeur de telle ou telle composante des contraintes à 
partir de la solution numérique et de la représentaion asympto- 
tique p*-! (avec À correspondant) dans un repère local. Nous 
construisons ensuite le rapport de ces quantités. Pour point de 
jonction des solutions numérique et asymptotique on propose 
de prendre (sur le rayon considéré) le point auquel ce rapport est 
extrémal et le rapport en ce point, pour la valeur recherchée du 
facteur. 

Plus bas, on présente dans le tableau 9 les valeurs obtenues par 
calcul d’après le schéma IIIC des composantes des contraintes 


Tableau 9 

| | | 

| & 9, A . ( pe 0,155 a,00:155 a p0155 | 6,00:355 
1,00003 25,10 19,76 37,54 0,220 0,173 0,328 
1,00005 21,21 15,72 30, 43 57 0,234 0,174 0,336 
1,00008 17,25 12,06 25,05 7 0,235 0,176 0,342 
1,00012 14,21 10,78 21,11 ; 0,233 0,177 0,347 
1,00015 12,73 9,78 19,20 : 0,231 0,178 0,349 
1,00035 8,39 6,81 13, 42 ; 0,225 0,182 0,359 
1,00100 5,05 4,29 8,52 ; 0,218 0,185 0,368 
1,00250 3,16 2,81 5,56 . 0,207 0,183 0,364 
1,00400 2,43 2,23 4,41 ; 0,197 0,181 0,358 
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aux points situés dans le plan de symétrie (dans un repère local), 
les valeurs de la fonction #-°%% et le rapport des contraintes à 
cette fonction. 

On remarque un maximum assez net. Procédant par interpola- 
tion, on peut proposer pour les fonctions o, — C,p-%%5%, so, —C.p7°155 
et ©. = Cp" (0 — r — 1) les valeurs suivantes de coefficients : 
C, = 0,235, Ce = 0,185 et C, — 0,368. Les solutions asymp- 
totiques ainsi construites sont valables au voisinage de l’arête à 
une distance inférieure à 0,0001. 

Sur la figure 74 sont représentées les valeurs de la composante 
os. obtenues par résolution de l’équation intégrale correspondante 


Oo: À 


A 
jl 


20 


10 


0 1 
0,0000  0,0005 0,00! 0,0015 0,002 0,0025 p 


Fig. 74. Contraintes os. dans le plan médian. 


MAS cercles), ainsi que la solution asymptotique (courbe con- 
inue). 

On présente dans le tableau 10 de la page suivante les valeurs des 
contraintes 6, = 0, et o, sur l’axe de rotation obtenues par calcul 
d’après le schéma IIIC, les valeurs de la fonction p-°? et le rap- 
port des contraintes à cette fonction. 

Un maximum est également observé ici. Aussi peut-on pro- 
poser pour les fonctions 6, = C;p-%? et 6, = Cip-22(p — 
= || — 1) les valeurs suivantes des constantes : C! — 0,643 et 
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C: = 0,549. Sur la figure 75 sont montrées les valeurs de la com- 
posante o,, tirées de la solution de l’équation intégrale, et la repré- 
sentation asymptotique. 


Tableau 10 
| LETE 
É | 9, = 0. D" | 0, p0© | 0,00? 
1,000001 8,29 6,44 15,85 | 0,522 0,406 
1, 000003 7,74 6,26 12,72 0,609 0, 500 
1,000007 6.90 5,83 10, 74 0,642 0,543 
1,000010 6,43 5,49 10,00 0,643 0,549 
1,000015 5,87 4,15 9,22 0,636 0,538 
1,000025 5,13 4,07 8,32 0,615 | 0,489 


Or 


0 l | : 
0,0000  0,00005 0,000010 0,000015  0,000020  0,000025 p 
Fig. 75. Contraintes ©, sur l'axe de rotation. 


Pour estimer la précision des valeurs obtenues des coefficients 
on propose d'utiliser le fait que leur rapport est connu. Comme on 
a noté au $ 8 du chapitre III, la représentation asymptotique de 
la solution à proximité d’une arête régulière est la même qu’en 
déformation plane. Or, dans ce dernier cas on à entre les con- 
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traintes la relation (4.5), ch. III. Aussi entre les coefficients C,;, 
Ce et C. doit exister une relation analogue 


Cs = 06(C, + Ci). 


D’autre part, on déduit de (8.26) et (8.31) qu'entre les composan- 
tes os, et oc. doit exister une relation qui entraine entre les coeffi- 
cients C, et C, la relation : 

C: — (1 +)2)cos (1 — 2) x + (1 + À) cos (1 + À) ax 


CG, (+ à)cos (it — })æ + (3 — À)cos (1 + Me 


Dans le cas considéré où & = 3/4x et À = 0,545, nous obtenons 
C.!/C, = 1,473. 

Dans le tableau 11 sont présentées les valeurs des coeffi- 
cients C,, C., C:, C; et C: pour toutes les 9 variantes de discré- 
tisation de la surface et les valeurs de l'erreur commise au cours 
de la réalisation des relations introduites plus haut. 


Tableau 11 
| : 
C, | C C, A; à c, C: 
, | 

I A 18 0,34 0,09 0,15 0,52 | 0.43 
B 16 0,32 0,09 0,35 0,51 | 0.45 
C 16 0,34 0,09 0,10 0,51 | 0,46 
A ,16 0,31 0,23 0,30 . 0,60 | 0,43 
11! B ,16 0,33 0,20 0,40 0,58 | 0,42 
C 19 0,38 0,05 0,16 0,59 | 0,43 
À 16 0,33 0,16 0,70 0,65 | 0,55 
II1 B 16 0,32 0,06 0,24 0,64 | 0,54 
G 18 0,37 0,02 0,06 0,64 | 0,55 


L'erreur s’est naturellement avérée minimale pour le schéma 
de calcul IIIC. 

On peut également (mais de façon plus compliquée) obtenir 
des relations entre les coefficients C; et C:. 

Pour estimer la précision de la solution du problème considéré 
on à effectué des calculs selon l’algorithme des approximations 
successives pour © — 0,5. Dans ces cas les itérations de +, ont 
conduit assez rapidement à une fonction vectorielle dirigée suivant 
la normale à la surface et de même module. Les écarts angulaires 
de plus de un degré et de 0,03 en module étaient observés unique- 
ment sur les parties proches du sommet (d’étendue inférieure à 
0,03) et de l’arête (d’étendue inférieure à 0,12). 
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Notons en conclusion qu’on à construit également la solution 
du problème pour le même domaine, mais pour des charges de 
signes différents sollicitant les parties inférieure et supérieure de 
la surface. Par raison de symétrie, les contraintes normales s’an- 
nulent dans le plan de symétrie et les contraintes tangentielles 
admettent, elles, une représentation asymptotique qui se déter- 
mine par la racine de l’équation (8.32), ch. III. Pour «x = 3/4x 
cette racine est 0,9. Par suite, -,. seront de l’ordre de p-°:1. 
Dans le tableau 12 sont données les valeurs de la contrainte 
tangentielle dans le plan de symétrie, la fonction p”-°1 et leur 
rapport. 


Tableau 12 
| | 
1 
d “re | = | nb” 
| 
1,00001 1,093 3,16 0,346 
1,00003 1,070 2,83 0,378 
1,00005 0,995 2,67 0,373 
1,00008 2,57 | 0,353 


0, 907 | 


On à dans ce cas =,. = 0,378 p-°"1. 

Les résultats que nous avons obtenus permettent d’affirmer 
que la méthode des approximations successives est applicable 
même en présence de points singuliers, bien que ceux-ci nécessi- 
tent d'effectuer dans leur voisinage une discrétisation assez fine. 

La méthode exposée a été utilisée dans [15] pour la résolution 
d’un problème relatif à un espace infini affaibli par deux cavités 
cubiques identiques (fig. *6). Le chargement se ramenait à une 


Fig. 76. Espace à deux cavités cubiques. 
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pression hydrostatique *. La discrétisation des arêtes à été réali- 
sée de la manière suivante. On se donnait sur les arêtes des 
points de plus en plus rapprochés vers les sommets. Les droites 
réunissant les points correspondants des arêtes opposées parta- 
geaient les faces des cavités en rectangles de différentes dimen- 
sions. La présence de trois plans de 
symétrie à permis de n’effectuer les 
calculs des fonctions æ,(q) que sur un 
quart de la surface de l’une des ca- 
vités. Sur la figure 77 sont représentés 
les diagrammes des contraintes 6, =; 
et o, sur la droite réunissant les 
centres des cavités pour différentes 
épaisseurs de la cloison (2b = 3a et 
2b = 0,5 a). Sur les arêtes ont été 
choisis sept points qui les divisaient 
en segments de longueurs 0,05 a, 
0,10 a, 0,15 a, 0,20 a et ensuite dans 
l'ordre inverse. Une convergence 
rapide des @,(qg) vers zéro à permis 
de se limiter à sept itérations. Il 
est montré qu’une partition de 
l’arête en 10 segments ne conduit 
pratiquement à aucune améliort- 


tion du résultat. Fig. 77. Contraintes c,, 62, 0: le long 
C | té 9 ] de la ligne des centres des cavités 
omme on à noté au $2, les cubiques. 


équations (2.3) et (2.5) possèdent 

des propriétés spectrales équivalentes. Comparons-les du point 
de vue de leur réalisation numérique. Dans le premier cas 
là condition aux limites est donnée, alors que dans le second elle 
doit être préalablement calculée en un ensemble suffisamment 
dense de points de la surface frontière. La procédure impli- 
quant le calcul d’intégrales impropres bidimensionnelles est très 
volumineuse. Il est vrai que la solution de l’équation intégrale 
donne d’emblée les déplacements aux points de la frontière. 
alors qu’avec l’équation (2.3) il faut pour cela. ayant déterminé 
là densité, calculer les mêmes intégrales impropres. La différence 
de principe consiste en ce que si même d’après la position du 
problème il est nécessaire de déterminer les déplacements aux 
points de la frontiere, ce n’est qu’en quelques points uniquement. 
S'agissant des contraintes aux points intérieurs ou frontières, la 
représentation des déplacements sous forme de potentiel de cou- 


*) Par superposition d'une solution triviale il est facile de passer au problème 
où la pression hydrostatique s'exerce à l'infini tandis que les cavités sont libres de 
charges. 
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che simple s’avère beaucoup plus économique que les représenta- 
tions (1.12) ou (1.14) du point de vue du calcul électronique. 

La circonstance suivante parle également en faveur de l’équa- 
tion (2.3). L’ayant résolue approximativement, on porte dans son 
premier membre la solution obtenue et l’on juge, d’après la 
grandeur de l’écart du second membre, de la précision de la solution 
du problème aux limites. Dans le cas de l’équation (2.5) l'écart 
comprendra l’erreur commise lors du calcul du second membre et sera 
donc moins parlant sur l’erreur dela solution du problème aux limites. 

Examinons encore une méthode de résolution numérique des 
problèmes spatiaux de l’élasticité [76]. Il s’agit des procédés de 
résolution directe des équations fonctionnelles tirées des identités 
(1.13) et (1.15), lorsque sur la surface sont donnés les déplacements 
ou les contraintes (et sont respectivement inconnus les contrain- 
tes ou les déplacements). On propose dans ce cas d’effectuer 
une discrétisation quelconque de la surface $ et de considérer 
comme inconnues les valeurs des contraintes (ou des déplace- 
ments) aux points centraux. Pour les déterminer en dehors du 
domaine on demande qu’en certains points (dont le nombre est 
égal à celui des domaines élémentaires) soient vérifiées les iden- 
tités (1.13) ou (1.15). Les questions concernant la réalisation pra- 
tique de cette méthode (se ramenant en somme au choix optimal 
des points indiqués) sont étudiées dans [159] où l’on montre 
d'autre part qu’une polygonalisation de la surface permet de 
calculer toutes les intégrales sous forme explicite. 

En conclusion disons quelques mots sur la résolution des équa- 
tions intégrales singulières rencontrées dans les problèmes d’oscil- 
lations établies. Les intégrales se calculent dans ce cas à l’aide 
des représentations régulières analogues à (3.1) et (3.2) ou «lors 
(effectuant une polygonalisation de la surface frontière) par les 
formules obtenues dans [122]. 

Si, pour les problèmes extérieur et intérieur, la fréquence des 
oscillations est inférieure à la première fréquence propre du 
problème intérieur, la solution de l’équation intégrale peut être 
obtenue par approximations successives. Dans le cas général 
il est préférable d'utiliser la méthode d'intégration mécanique 
ramenant le problème à un système d’équations algébrique. On 
tire de ce système les valeurs des fréquences propres qui sont Îles 
racines de son déterminant. 


$ 4. Application du potentiel volumique 


Au $2 on à démontré que le potentiel de volume (1.25) vérifie 
l'équation de Lamé à second membre égal à la densité. Cette 
circonstance permet de ramener la résolution des problèmes non 
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homogènes de la statique (tels sont les problèmes où intervien- 
nent des forces massiques et les problèmes de thermoélasticité 
non liée) à la résolution de problèmes homogènes. Pour cela il 
faut retrancher de la solution recherchée (en déplacements) le 
potentiel 


5 l(p’, p) o(p") d,, (4.1) 
{2 


où (2) sont des forces massiques ou encore y grad T. 

La superposition implique que soient modifiées en consé- 
quence les conditions aux limites. Sur la partie de la surface où 
sont donnés les déplacements il faut retrancher des conditions 
initiales l’intégrale 


:\ L(?, 9) (p) dt, (4.2) 


et sur la partie où sont données les contraintes, l’intégrale 


— | Tac L(P, 9) pp) dQ,. (4.3) 
{2 


On entend ici par #(q) la direction de la normale à la surface. 

Les intégrales (4.2) et (4.3) étant des intégrales impropres, 
leur calcul ne pose pas de difficultés de principe. 

S'agissant des problèmes de thermoélasticité, on doit penser à 
des opérations complémentaires. Le fait est qu’en vertu des 
équations de Duhamel-Neumann (5.3), ch. III, pour avoir à 
résoudre un problème isotherme, on doit appliquer sur la partie 
de la surface où sont données les contraintes, ésalement des con- 
traintes mais dirigées suivant la normale à la surface et égales en 
grandeur à --T (qu’on appelle potentiel thermique). La résolution 
du problème obtenu (compte tenu de l’application du potentiel 
(4.1) avec le signe contraire) conduira à un problème de thermo- 
élasticité qui sera résolu en déplacements. Pour déterminer les 
contraintes 1l faut se servir des formules de Duhamel-Neumann. 
Aux contraintes tirées de la solution du problème isotherme il est 
nécessaire d’adjoindre un tenseur sphérique de composantes -T. 

On montre dans [127] que les intégrales de volume (4.2) et 
(4.3) se laissent calculer par les programmes ayant servi à la réso- 
lution des équations intégrales (2.3) par approximations successi- 
ves. À cette fin il convient de diviser le corps en des couches 
minces (à l'intérieur desquelles on peut admettre que le gradient 
de température grad T suivant la normale aux surfaces frontières 
varie faiblement). On peut alors ramener le calcul de l’intégrale 
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de volume au calcul de la somme des intégrales étendues aux 
surfaces médianes sur lesquelles est donnée la densité, égale au 
produit de la valeur moyenne de - grad T par l'épaisseur locale 
de l4 couche, ï.e. au calcul d’un ensemble de potentiels de couche 
simple. Ainsi, introduisant dans le programme de résolution de 
l’équation intégrale (2.2) les surfaces indiquées en tant que sur- 
faces frontières et opérant des itérations zéro, i.e. envoyant les 
conditions aux limites à la place de la densité, on obtient l’inté- 
grale de volume cherchée. 

Dans [4] ce procédé à été appliqué à la résolution d’un pro- 
blème à symétrie axiale relatif à un cylindre comportant une cavité 
(fig. 78) quand sur les surfaces intérieure et extérieure du cylindre 


ÔT 


Ô 7x Ÿ 
z PATES Ar 
1'é couche 
OT à. 
2° couche | Oz 
3° couche OT … 
0; 
4® couche Ôr 
d; 
r Fig. %8. Partition d'un 


domaine en couches. 


la température était constante (T — T, et T — 0). La distribu- 

tion des températures se trouvait par la méthode des différences 

finies. Une précision assez élevée était atteinte avec quatre couches. 

Sur la figure 79 sont montrés les diagrammes des contraintes 

thermiques sur l’axe de rotation. Les valeurs des contraintes sont 
, ; xE 

données en fractions de rs Lo: 

Nombre de travaux [52, 23] sont consacrés à l'étude des pro- 
blèmes de thermoélasticité dans le cas spécial où les sources 
internes de chaleur sont absentes, de sorte que la distribution des 
températures vérifie une équation harmonique. Il est possible 
alors de passer des intégrales de volume à des intégrales de sur- 
face. Cependant, les intégrales qu’on obtient sont singulières. 
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Dans [52] cette procédure est réalisée à l’aide de potentiels dits 
biharmoniques [49]. 

Signalons aussi que dans certains cas particuliers, ayant d’ail- 
leurs une grande importance pratique, la solution des équations 
non homogènes se construit sous forme explicite. Soit un milieu 
de densité constante », le 
champ de pesanteur est dirigé 
suivant l’axe : La solution 
s'écrit alors 

Or = Gy = 0, 

G. = pq? + const, 
où g est l’accélération de la 
pesanteur. 

Attirons l'attention sur 
le fait qu’en mécanique des 
roches il est d'usage d’intro- 
duire complémentairement les 
composantes 

G, —= ©, —= ko. (4.5) 


où Æ est un facteur, dit 
indice de poussée naturelle, 
tiré de l'expérience. La pré- 
sence de ces termes s’ex- 
plique par le fait qu’au cours 
de la formation du massif 
rocheux l’état de contrainte 
subit l'influence de facteurs Fig. 79. Contraintes sur l'axe de rotation. 
non élastiques. 

Un autre cas particulier est celui d'un corps tournant avec une 
vitesse angulaire w autour de l’axe :. Dans ce cas la solution 
particulière (en coordonnées cylindriques) est de la forme : 


(4.4) 


æ »r3 

u=u—=0, 0, = —-— 

B(À + 24) 
27. — 3u à 
Gr = — — 2&°r* 

(7. — 21) 
(4.6) 

27 — 9 .9 
Gas = ———— BOT" 
° GE 2u) P , 


286 MÊTHODES DU POTENTIEL EN THÉORIE DE L'ÉLASTICITE [CH. VII 


$ 5. Equations intégrales des problèmes mixtes 


Nous supposerons que la surface S d’un corps élastique est 
constituée de deux parties S, et S, arant une frontière com- 
mune. On demande de déterminer dans un domaine D le vecteur 
déplacements u(p) connaissant les conditions aux limites 


lim a(p) = F(g) (ge S:). 
pq 


5.1 
lim Ty UD) = F:(Qq) (g € S2). Fi 
P—g 


Représentant les déplacements sous forme de potentiels élas- 
tiques généralisés, nous obtenons d'emblée, en utilisant (5.1), des 
équations déterminées pour leurs densités. Avec, par exemple, 
le potentiel de couche simple F(?,@) nous obtenons une équation 
intégrale de la forme 


\r@ Q1) pu) dS4, = Fi(g) (gesS:), 
(5.2) 


o(a) — ri q) ou) Sy = Fila) (ge 8.) 


S 


À = 1 correspondant au problème extérieur et À — —1 au pro- 
blème intérieur. Dans le dernier cas il faut changer le signe de 
la fonction F.(q). Cette équation est une équation à noyau dis- 
continu et à coefficient discontinu du terme hors intégrale. La 
théorie des équations de ce type est inexistante. 

Représentant par contre les déplacements sous forme de 
potentiel de couche doùble W{(?p, @) nous obtenons 


g(g) — à \ reg q) eq) 45, — Fig) (ges) 

à (5.3) 
lim Tu \Ta(e. Q) p(g)dS; = Fi(g) (ge S2). 
PS . 


Cette équation n'est pas une équation intégrale, puisque dans 
la deuxième équation il est impossible d'intervertir l’ordre de 
différentiation et d’intégration. 

Un autre procédé de construction des équations intégrales de 
problèmes mixtes est fondé sur l’utilisation de deux potentiels, 
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dont les densités sont données sur les surfaces ouvertes 
S, et S : # 


W(p, ) = \r:te, Dolnas, (ges) 


Si 


V(p, 9) = \rte, q) p(pds, (ge 8.) 

Sa 
Passant à la limite vers la frontière dans la somme V + W 
nous obtenons pour les points intérieurs des surfaces $, et S, 
un système d’équations intégrales singulières à noyaux discontinus 


(5.4) 


(qg) — re Œ) p(g) dS,, — (re D)p(g)dSs, = Fig) (ges) 


” Ê (5.5) 
p(q) = Ar (a Qi) (qi) dSs, — at 1(9: )P(U)dS4 = Faq) (QE S2), 


où L:(q, qu) = Tu ag 4). Dans la deuxième équation (5.5) 
l’intervertissement de l’ordre de différentiation et d'intégration 
est possible puisque ge $.. Cette approche à été appliquée au 
problème spatial [49] avec emploi de potentiels dits biharmo- 
niques [50] ainsi qu’anx problèmes plans [6]. 

Notons encore une équation intégrale qui peut être obtenue à 
l’aide des identités (1.12) ou (1.14) : 


\r@ Q) T,u(q) dSs, + \r (9; Qi) U(q) dS:, = Faq) (qe S:) 


1 ‘: (5.6), 

u(g) — (ra a) Tu(qgi) dSy, — \rt Qu(g)dSs = Fig) (qe S2), 
on Ss 

où 


F:(g) = F(q) — \r (4 Qu) Faq) dSa — \rae D) Fi(q) dSs; 


Ç . 
2 St 


et 
F,(g) = — \ ra Qi) Faq) dSu — \ ra Q)F;(q) dS3.. 


Sa Si 

Les signes correspondent au problème intérieur. 

Les équations (5.6) sont de même des équations singulières à 
noyaux discontinus et à coefficient discontinu du terme hors 
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intégrale. Les conditions de résolubilité des équations du trpe 
(5.6) ne sont étudiées non plus. On peut néanmoins proposer pour 
la résolution des équations (5.2), (5.5), (5.6) des méthodes nume- 
riques efficaces *). Ne présente pas de difficultés par exemple la 
méthode d'intégration mécanique. Pour le calcul des intégrales 
singulières des équations (5.2), (5.5) et (5.6) on peut utiliser la 
représentation (3.2) sous sa forme modifiée. Une polygonalisation 
de la surface permet d’appliquer les formules de calcul des inte- 
grales de volume [1, 20.]. 

Remarquons que la résolution des problèmes mixtes par la 
méthode des équations fonctionnelles ne présente pratiquement 
rien de nouveau par rapport au cas des problèmes fondamentaux. 

Arrêtons-nous sur la résolution de l’équation (5.2). La présence 
dans cette équation d’un opérateur de première espèce rend le 
problème mal posé, ce qui peut se manifester dans l'instabilite 
de tel ou tel algorithme numérique, bien que le problème aux limi- 
tes soit bien posé **). 

Supposons que la contrainte extérieure à determiner sur la 
surface S, soit représentée sous forme du produit d'une série à 
coefficients inconnus suivant un srstème complet de fonctions par 
une fonction tenant compte de l’ordre de la singularité en contrain- 
tes (qui se définit conformément au $8 du chapitre III). Nous 
sommes conduits dans ce cas à un ensemble de problèmes aux 
limites du tvpe II. Résolvant d’une façon ou d’une autre ces 
problèmes nous trouvons dans chaque cas les déplacements sur 
S,. On détermine ensuite les coefficients de la série attirant pour 
cela les conditions aux limites sur S,. On peut procéder par la 
méthode des collocations. lx méthode des moindres carrés. etc. 
Le fait d'utiliser des séries tronquées pour l'obtention des systè- 
mes d'équations algébriques servant à déterminer les coefficients 
peut donner lieu à des systèmes mal conditionnés, le rapport de 
conditionnement croissant avec l’accroissement de l'ordre du 
système. Pour résoudre de tels systèmes on peut appliquer les 
algorithmes de régularisation décrits au $16 du chapitre I. 

Examinons les difficultés complémentaires auxquelles on peut 
se heurter dans la résolution des problèmes intérieurs. Le fait est 
que dans chaque cas la charge appliquée au corps s'avère en 
général non auto-équilibrée et de ce fait le problème aux limites. 
irrésoluble. Pour pallier à cet inconvénient le plus simple est 
d'introduire en un point quelconque une force et un moment 
afin d’équilibrer la charge extérieure. De la condition d'équilibre 


*) Notons que certains problèmes mixtes ont déjà été traités à l’aide des équa- 
tions (5.5). (5.6) [20]. 

*+) La démonstration de l’existence et de l’unicité de la solution du probléme est 
exposée dans le $ 1 du chapitre VIII. 
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du corps en entier il suivra que dans la solution définitive (après 
sommation) les termes complémentaires se réduisent. 

Notons que l’approche que nous venons d’exposer est applica- 
ble quand sur la surface S, sont données la composante normale 
des déplacements et les composantes tangentielles des contraintes. 
On n’a alors à déterminer sur la surface S, qu’une seule fonction 
scalaire (14 composante normale des contraintes). 

Pour obtenir les algorithmes stables de résolution du problème 
mixte, considérons un problème modifié en introduisant sur la 
surface S, la condition aux limites 


ja [a T,u(p) + u(p)] = F,(), (5.7) 


où x >0 est un nombre suffisamment petit [80]. Sur la surface 
Se. la condition aux limites conserve sa forme précédente (5.1). 

Posons pour plus de simplicité F,(q) — 0 et considérons dans 
le domaine D des déplacements vérifiant des conditions aux limi- 
tes homogènes sur $.. Le problème aux limites initial peut alors 
ètre représenté comme un problème sur l’espace des fonctions 


vérifiant ces conditions : symboliquement ce problème s'écrit 
sous la forme 


Au — F.. (5.8) 
De façon analogue pour le problème (5.7) nous avons 
AcT,u+u] = F.. (5.9) 


Les solutions de ces deux problèmes seront suffisamment 


proches (pour de petits «) dans des espaces quelconques *) si 
l’opérateur AT, est borné. 


Dans la recherche de la solution du problème (5.9) nous par- 
tirons également de la représentation des déplacements sous 
forme de potentiel de couche simple. Ceci nous donne les équations 


intecrales 
œ | e(a) = 2Âre au) g(g) de | — 


S 
" 


+ | h) (4) dSx = Fig) (ge S;). (5.10) 
S 
où 
p(g) — | T,(g Qi) (qu) dSa = 0 (ge S2);: 
S 
À est choisi comme dans l'équation (5.2). 


*) On peut faire appel aux espaces de Sobolco-Slobodciski [160]. 
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Les équations (5.10) ne différant des équations du deuxième 
problème fondamental que par un opérateur entièrement continu, 
leur résolubilité se démontre en démontrant l’unicité de la solu- 
tion. | | 

Pour la démonstration de l’unicité nous utilisons la première 
formule de Betti (cf. $ 4, ch. II) 


\ur. udS + \ Et, u)dQ = 0. 


Transformant la première intégrale en utilisant les conditions 
aux limites nous obtenons l'égalité 


A dS + \ Et u) dQ = 0. (5.11) 
Si 

Chacune des intégrales étant une grandeur non négative, les dépla- 

cements sont identiquement nuls. Aussi, admettant la non-unicité 

de la solution des équations intégrales en question, nous serons 

conduits à l’existence d’un potentiel de couche simple s'annulant 

dans D, ce qui entraine la nullité de la densité même. 

Le choix du paramètre « doit naturellement dépendre de 
l’erreur admissible sur la solution des équations (5.10). 

Voyons quelques exemples. Les problèmes seront résolus tout 
d’abord directement à l’aide de l'équation (5.2). Etudions un 
problème de contact à symétrie axiale [84]. Soit dans le demi- 
espace une cavité cylindrique de rayon a et de hauteur H, au 
fond de laquelle est appliquée sans frottement une étampe de 
même rayon avec un effort donné p. En dehors de la cavité 
les contraintes extérieures sont supposées nulles. La composante 
normale de la contrainte sera choisie sous la forme d’une série 
(l’axe =: coïncide avec l’axe du cylindre) 


e p 279-2/3 co p on 5 12 

«(2)-[- (JT [ET 

L’exposant —2;3 est tiré de l'équation (8.38), ch. III pour 
2a = 1,5%. 

Les ‘calculs ont été effectués en retenant dans (5.12) un. deux 
et trois termes. Dans le tableau 13 sont présentés les coefficients 
%> & et z, le déplacement adimensionnel de l’étampe w° (w° — 
— 4 a É]p) et l’erreur maximale A qu’on a commise sur la condi- 
tion aux limites (en déplacements) calculés pour deux valeurs 
de a. 
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Tableau 15 


Fait important : le déplacement de l’étampe * ne dépend 
pratiquement pas du nombre de termes retenus dans (5.12). 
Considérons un autre problème à symétrie axiale. Soit une 
plaque circulaire d’épaisseur 2 et de rayon 10. Sur les faces S, 
de la plaque les contraintes sont nulles et sur la surface latérale S, 


#, = 0, 4: —= 2. (5.13) 


Les contraintes s’exerçant sur la surface latérale (de contact) 
peuvent être représentées sous la forme des séries 


1 © 
G/(2) Œ= ip 2 on T'on(?), 


Re: (5.14) 
Tra(2) = pa 2 Ga+1 T'on+1 (2); 


où T,(:) sont des polynômes de Tchébychev. Le facteur figurant 
devant le signe somme tient compte de la nature de la singula- 
rité conformément à l’équation (8.37), ch. III. La solution de 
l'équation intégrale (5.10) sera aussi recherchée sous la forme 
d’une série 


p(g) = Y az), (5.15) 
k = 0 
où ®.(2) est la solution des équations intégrales du deuxième 
problème fondamental pour les conditions 
Tuls, = 0, Tuls, — ®,(:), 


rc [T:(2), 0] (k pair), 


®i(z) — 


a 0 Ti(2)] (& impair). 
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Les conditions aux limites sur la surface $S, sont vérifiées auto- 
matiquement quels que soient les coefficients a. Utilisant la 
condition (6.9) nous obtenons l’équation 


a Ÿ ami(e) + Ÿ aus) = Fi(c), (5.16) 
&E=m0 k=O 
où 


u(p) = \rte, Q) (9) dS y 


D 


qui sert à déterminer les coefficients a. 

L'effet de régularisation se fait sentir dans la plus grande 
mesure sur les valeurs calculées des contraintes de contact. Sans 
régularisation celles-ci (surtout la contrainte tangentielle) ne se 
stabilisent pas, à cause des valeurs élevées des coefficients a, 
des harmoniques supérieurs. 

T1 convient cependant de remarquer qu’à mesure qu’on 
s'éloigne de la surface de contact les contraintes se stabilisent 
rapidement. 

Un autre exemple de problème de contact de classe spéciale 
sera Celui d’un demi-espace élastique soumis à l’action d’une 
étampe appliquée sans frottement sur la surface $,, en dehors 
de l’étampe les contraintes sont supposées nulles. Comme on à 
noté au $ 5 du chapitre III, le problème se ramène à la détermina- 
tion dans le demi-espace d’une fonction harmonique telle que sa 
dérivée normale s’annule sur la partie du plan frontière où sont 
données les contraintes. 

On peut résoudre ce problème de la manière suivante. Soit 
?(a) la pression sur la surface de contact. Intégrant alors (5.24). 
ch. III, nous obtenons la représentation des déplacements dans 
tout le demi-espace. L’expression du déplacement normal w prend 
une forme particulièrement simple sur la frontière : 


_ p(q) A 5.17 
(7? | ds, (s . | (5.17) 
Sa 
Dans ce cas nous obtenons pour p(q) l’équation intégrale 
En aS4 = (5.18) 
r(g”, 9) 


AU 
où f(q) est une fonction donnée, définie par la géométrie de l’étampe. 


Pour plus de simplicité on à normé p(qg). Ecrivons (5.18) 
sous forme symbolique : 


A? = Je (5.18") 


cn 
ut 
LE 
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L’équation (5.18) est une équation intégrale de Fredholm de 
première espèce et comme on à noté au $16 du chapitre I elle 
est mal posée. On obtient une solution stable avec des méthodes 
de régularisation usuelles. 

Nous allons appliquer un procédé de régularisation plus simple 
en profitant du caractère spécifique du noyau de cette équation, 
c’est-à-dire de la positivité des valeurs propres de l'opérateur. 
Démontrons cette propriété [79]. 

Soit DA un domaine découpé du demi-espace par une sphère 
S de rayon ER centrée à l’intérieur de S, (R > diamS,). D’après 
la première formule de Betti (4.26), ch. II, nous avons 


\ Et, u)dQ — \ uT,udS + \uruas >0, 


où S, est la surface de la demi-sphère. Dans le second membre ne 
figure pas l'intégrale prise sur la frontière plane de la demi- 
sphère en dehors de $, puisque l’expression sous l'intégrale y est 
nulle par hypothèse. Faisant tendre R->co nous obtenons 
l'inégalité 


\uTuas — \Etu, u) dQ > 0, (5.19) 
$, D 
d’où le résultat cherché 


(A?, D) = (p, Ap) > 0. (5.20) 


Le résultat établi permet de construire direc ement l’opéra- 
teur de régularisation, sans avoir à résoudre un problème varia- 
tionnel pour la fonctionnelle régularisante. Comm on le sait [151], 
l'instabilité de la solution des équations de première espèce 
s’explique par le fait que leurs valeurs propres se rapprochent de 
plus en plus au voisinage du zéro, de sorte que l’opérateur inverse 
devient infini. Le décalage du spectre d’une quantité positive 
permet d’éliminer ce défaut. Opérons ce décalage en passant à 
l'équation 


0 + BAD as, — fa) (e +0) (5.21) 


ce qui correspond à la modification suivante du , ‘oblème aux 
limites : 
a(Tiu) +w=f, =: = 7, = 0 (ge Si), 


ki (5.22) 
Tu=0 (qeS;). 
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Le choix du paramètre « doit naturellement être déterminé 
par la précision de la solution de l’équation (5.21). 

Sur la figure 80 sont reportées les solutions pour une étampe 
circulaire plane. La courbe continue est celle de la solution exacte, 
les petits carrés correspondent 
à la valeur de «x — 0,0% et 
à une partition suivant le 
ravon en 100 parties égales ; 
les petits triangles, à la 
valeur de «x = 0 et à 
une partition en 250 parties 
(l'intégration suivant l’angle 
était effectuée sous forme 
explicite). 

Notons que dans tous 
ces cas la dépendance entre 
l'effort et le déplacement de 
l’étampe s’avère très stable, 
même sans emploi dans les 
0,25 0,5 0,75 1,0 r. calculs d’algorithmes de régu- 


Fig. 80. Contraintes de contact pour une larisation. 


étampe circulaire plane (pour différentes . 11 S’ensuit des Considér:- 
discrétisations et valeurs du paramètre x). tions générales (et les exem- 

ples cités le confirment) que 
l'instant auquel se manifeste l’instabilité de la solution dépend 
de l’algorithme utilisé et de la précision d’approximation de 
l'opérateur. On à donc tout lieu d’espérer obtenir dans bon 
nombre de cas des résultats fiables sans utiliser d’algorithmes 
de régularisation *). 

Examinons un procédé de construction de la solution de 
l'équation intégrale (5.17) quand la surface est proche d’un ccr- 
cle [26]. Appliquons d’une facon quelconque le domaine S, sur 
un cercle de rayon unité S. Si cette application est réalisée à 
l’aide des variables complexes = et % ([5| < 1), on peut l'écrire 
sous la forme 


2 = G + eo(8), (5.23) 
où € est un petit paramètre. 
En nouvelles variables l’équation intégrale (5.17) prend la 
forme 
|A, PAS = Kp = 1) (5.24) 


S 


*) Remarquons que dans [89] sont utilisées des formules de calcul des intégrales 
de volume de type spécial. 
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où 
- ; 19 

K Ce LÉ a dan à ED DU NA NAS US Se _ 
Go) =  — C + el) ECS — D + so) —-9(C)}/2 


= De anna ae (25) 
E— LOG — TIC + 2eftl cos ÿ + 251) 


Ici t — 20. 90 — — te*, I(C) est le jacobien de transformation, 


pour les fonctions p(2(s)) et f(2(s)) sont conservées les notations 
précédentes. 
Dans le cas où la fonction o(C) est analrtique on a 


I) = 1 + 90) + P(0)] + e29 (0 (0). 
Transformons le noyau (5.25) introduisant la nouvelle fonction 
1 
Eos ©) = 7 — 5.26 
of, 9) (G — EYE — 7° ) 


et développant les termes restants en série suivant les polynômes 
de Legendre. Nous obtenons 


EU, €) = Klt, LI) | S (—1)"<"]t/"P, (cos | . (5.27) 
ñ =0 


Remarquons que Æ,(£&, ©’) est le noyau de l’équation intégrale 
(5.17) lorsque le domaine S, est un cercle. Ecrivons l’équation 
(5.17) sous forme symbolique : 


\ K,{C, C')p(C)4S =K,D = f. (5.28) 
Si 
Représentons maintenant l’équation (5.24) sous la forme 
Kop = f — (K — K)p, (5.29) 


commode pour sa résolution par la méthode des approximations 
successives, en partant des relations 


Pa = Po — HS UK — Ko)P:-1 = > (—1)CKS (A — K;)]po (5.30) 
ÊE=0 

où K;' est l'opérateur inverse de K, et p, la solution d’une 
étampe circulaire. 

En dernier lieu,pour déterminer la pression de contact il faut 
passer de la fonction p(t) à la fonction p(=). 

Au $8 du chapitre I on à mentionné toute une classe de 
problèmes aux limites mixtes pour l’équation de Laplace dans 
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le cas d’un demi-espace élastique avec une ligne de séparation 
des conditions aux limites menée le long d’une ellipse, pour les- 
quels la solution peut être construite sous forme explicite. On 
donne à l’intérieur de l’ellipse la fonction x, polynôme de degré 
n, et l’on suppose qu’à l’extérieur de l’ellipse, la dérivée normale 
est nulle. L'expression de la dérivée normale sur la surface ellip- 
tique se représente dans ce cas sous la forme 


ns Gr. (5.31) 


on z° TE 
a° b= 


f+jen | 
où D,(x, y) = YŸ c,z"y est un polynôme de même degré ; a, b 


to] 
sont les demi-axes de l’ellipse. 

Ce résultat peut être utilisé pour la résolution du problème 
de contact relatif à une étampe elliptique appliquée sans 
frottement. En effet, on à entre les déplacements w(x, y) et les 
contraintes de contact p(x, y) la relation 


P(Z1e Hi) > 

20 z — TT d e L .32 

( 9 y) \; (x _ x) ra (y = PAS Ti Yi (9 ) 
S 


Pour le cas considéré nous obtenons l’équation fonctionnelle 
Y+ az + By — f(x, y) = 


EL PR — _ (536) 
PES Ts a 
V œ— 2) + (y — x} l'E SC: 
a° b° 


S 


où f(x, y) est l’équation ayant la forme d’un polynôme de la 
surface de l’étampe ; y, «, B sont des constantes déterminant son 
mouvement de solide *). Cette équation permet justement de 
déterminer les coefficients du polynôme ®,(zx, y). D’après la posi- 
tion mécanique du problème, sont supposés donnés le -vecteur 
résultant des efforts P s’exerçant sur l’étampe (constitue d’une 
seule composante P. puisque les composantes tangentielles sont 
absentes) et son point d’application (x, Y0,). Donc sont données 
trois grandeurs scalaires, ce qui équivaut à donner trois constan- 
tes x, B et y. Dans ce cas les caractéristiques de force se détermi- 
nent par intégration de la contrainte p(x, y). Ecrivons les expres- 


*) Les intégrales de (3.33) se calculent assez facilement lorsque le degré du 
polynôme cest deux (autrement dit, lorsque la surface de l’étampe est un parabo- 
loïde). Les termes linéaires sont supposés absents dans l'expression de fa(x, g). les 
cocfficients æ, 3, y en tenant automatiquement compte. 
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sions de toutes les intégrales figurant dans (5.33) d’après [25] 
pour n = 2: 


dt; dy; _ 
= x y° 
| Ÿ € — 2) + (y — 1%} VE PRE 
a 


S 


E \ re Y> Tu V1) dei dy, = 27 ak'F(k) = do; 


Q 


S 


2-ak° : 
| 2, 2 ed dy, = EC LE) — EUe = ae, 
2rak’ Si 
\£te Ys Lis Yi YV: dti dY = re CE(X) — K'F(k)}y =düy, 
S 


(5.34) 


ak’ 
LS 


\xts y au aide, dy, = EE [E(X) — K2F(k)] + 


S 


+ CF) — (2 + EU) + 


+ 2E() — (2 — MF = 28 + dat + dy’, 


EE CFE) — E(&)] + 


\#tz Yr Li Y1)Yi Ar: Yi = 
S 


<ak"3 : 


+ ILE() — (2 — K)F(6)}e* + _ C2RCF(K) — 


— (2 — 3K)E(k)]y® = du + déèx® + dièy?, 


\£e Ys Ti V1) T1Y1 T1 dY1 = 
5 


in 2=ak’ 
JA 


[C2 — Æ)E(k) — 2R%F(R)] = ducy. 


Ici F(k) et E(k) sont des fonctions elliptiques de première et de 
deuxième espèce, k l’excentricité de l’ellipse, %£’ = V1 — £2. Pour 
ce qui est des notations d};, leur signification est évidente. 
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Ainsi, la résolution du problème de contact (pour n < 2) se 
ramène à l’étape finale au système d’équations 


dooCoo + DsoC20 + do2Co2 = Doo — —Y; 
dico + WéiCoe = Dan Con + does = dos 
dico = Dio — —%: dico = bu — —B; 
ditn — bn 


Si l’on passe à l’effort P. et à la coordonnée du point d’appli- 
cation de la force (x Yo), il faut faire appel en outre à l’équation 


4x mGa*k"(Coy + 1134050 + 113a°k"?C0>) = —(m — 1)P,, 
4/3r*amGE£'c0) = —(m — 1)x,P., (5.36) 


(5.35) 


4f3r°aŸmGk"3cn = —(m — 1)y,P. (rm = et 


v 


Dans le cas d’une étampe plane (b:, = boy» = b,, = 0) le système 
(5.35) admet une solution simple. Donnons les résultats définitifs 


) . 2\-1/2 
pans (if) (reste), 


2ra°k a° 


y — (m — 1)P:F(k) = 3(m — 1)x,P:[F(R) — E(@)1 (5.37) 
2=maG 2=ma5k°G 
8 — 3(m — 1)ÿo P:LE(R) — KFF(RN 
= 2=maGKEK® 


Signalons également le cas d’une étampe parabolique (b,, = 0, 
Ds 0, bye > 0) avec la force résultante appliquée au point 
To = Yo = 0. La solution se trouve aussi de façon très simple, 
car le système (5.35) se ramène à un système du troisième (mais 
effectivement du deuxième) ordre 


d00C00 + A2oC20 + doëCoz — —Y: 
0020 + oCoz — Dao (5.38) 
dC2o + oëCoz — Dos. 


Les formules précédentes permettent d'examiner le problème 
concernant l’enfoncement d’une étampe de surface non délimitée 
a priori par un contour fixe, mais déterminée au cours de la 
résolution du problème en fonction de l'effort appliqué. Le cas 
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général ne peut être considéré ici *), car pour l'appareil utilisé il 
est essentiel que la surface de contact soit une ellipse. L’unique 
possibilité d’obtenir la solution à l’aide de cette méthode est de 
trouver pour quels paramètres la solution cherchée sera telle que le 
polynôme ©, (x, y) puisse être représenté sous la forme du produit 
de la fonction (1 — z°/a* — y°/b*) par un certain facteur. Le pro- 
blème posé possède plusieurs solutions. Considérons l’une d'elles, 
trouvée par Hertz pour le cas où le polynôme complémentaire 
est une constante. L’étampe est alors un paraboloïde (b:,, by > 0, 
b,, — 0). Portant dans (5.35) les valeurs Coo = €; Copy = — Ca, 
Co = — C/b*, nous nous assurons que le système (5.38) est compa- 
tible pour certaines valeurs de l’excentricité. Pour l’excentricité 
d’une surface elliptique de contact on à l’équation transcendante 


ke _ bo + bo 


(A — K)F(RNE(R) — 1 bo 


(5.39) 


La longueur des demi-axes s'exprime en fonction de l'effort 
P, de l4 façon suivante : 


(5.40) 


à — 6(m — 1)P:[l(K) — E(K)] he 3P.(m — 1)F(K) 
=MmGKb,, 4=amG 


Rapportons maintenant l’expression de la pression de contact 


3 P. z° y° 
ns Vi -E-E (5.41) 
Remarquons que puisque l’excentricité ne dépend pas de la gran- 
deur de l’effort, les contours frontières (pour différents efforts) 
représenteront alors une famille d’ellipses homofocales. Les résul- 
tats obtenus plus haut montrent que, comme pour le problème 
plan, la contrainte aux points frontières s'avère ou bien illimitée, 
ou bien nulle. 

Etudions le problème de la compression de deux corps élas- 
tiques. lorsque la surface de contact est petite devant leurs dimen- 
sions, de sorte qu’on peut en première approximation envisager 
un problème de la compression de deux demi-espaces (2 > 0, 
z << 0). Soient les équations des surfaces entrant en contact 


A = fix Y) Le = Jr, Y). 


Nous admettrons que les points ayant les mêmes coordonnées x et 
y entrent en contact lors de la compression **). Dans ce cas, les 
conditions sur les déplacements #,(x, y) et w.(x, y) peuvent être 


*) Certaines considérations concernant ce cas sont cxposées au $ 1 du 
chapitre VIII. 


*“) Cette hypothèse équivaut à négliger les déplacements dans le plan tangentiel. 
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données de la façon suivante : 
0 + We = À — f(x, Y) — JT, Y) = f(x, Y), (5.42) 


où à caractérise le rapprochement des corps. 

Avec les restrictions faites, pour établir le lien qui existe entre 
la pression de contact p(x, y) et les déplacements, on se servira 
utilement de la relation (5.17) qu’on applique à chacun des demi- 
espaces : 


_1-"% P(Ti- Un) _ 
S 
_— 6, P(X1° Wa) = 
2 \ VC — 2) + ( — 1) ni 
S 
_ 6 P(t1+ Hi) = 
VAT, Y) RE 2- \ Ve -rio 0 dy. (5.44) 


De (5.42) nous tirons alors l'égalité 
0, + 0. P(X1» Un) 
V 


<< d2 dy, = fx 5.45 
(z — 2) + (Y — y) T Yi f( » Y) (5 9) 


2 

i.e. nous retrouvons l’équation d’une étampe rigide enfoncée dans 
le demi-espace, ce qui permet d'utiliser les résultats précédents. 

La solution proposée pour une étampe elliptique se simplifie 
considérablement quand l’étampe est circulaire. Mais comme on a 
dans ce cas l’expression de la fonction de Green (cî. $ 8, ch.I). 
là solution peut alors être obtenue directement sans imposer à la 
surface de l’étampe les exigences formulées plus haut. 

Examinons un problème particulier à symétrie axiale [13]. 
Soit une boule élastique de rayon R reposant sans frottement sur 
une base sphérique dont la forme est définie par l’équation 

r = R[1 + p(6)] (e(0) =0,0< 80<+, p(8) < 1). (5.46) 

Sur là partie y < 0 < x de la surface est appliquée une charge 
normale N(6). Pour résoudre ce problème, utilisons les formules 
(1.30) du chapitre IV, qui traduisent la dépendance entre les con- 
traintes normales appliquées à la boule et les déplacements de 
sa surface. 

Nous considérerons en qualité de fonction inconnue la pression 
de contact o,(6) recherchée. Ecrivons la condition nécessaire 


L. "4 
Q 


2 R°| (0) SiD &« COS «da = —P, (P.>0), (5.47) 


[e) 
où P. est la résultante des forces extérieures. 
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De la condition (5.46) on déduit la condition aux limites en 
déplacements 


u, = R[—a cos 8 + p(6)], (5.48) 
où a est le rapprochement cherché de la base avec le centre de 


la boule. 
On tire alors de la première formule (1.27), ch. IV, l'équation 


intégrale suivante pour la pression de contact o,(6) : 
Œ 


a jme, 8, x) sin «da — U( 0) (0<8<7), (5.19) 


où 


U(6) = ER | o(8) — a cos 8 — Re \roE 6, a) sin ada | 


Faisons un changement de variables 


te = EX, tg 


°) 


et introduisons les notations 

ox) = o,(2arctg er), 

UU{z) = U(2 arctg ex), 

UUy) = U{y, x, t) = U(y, 2 arc tg ex, 2 arc tg ct), 
4e o%(z) 


STE TT 
=. 2UV(x) __ 1— 
AU R(1 + s°rt)!/° 5 2e : 


(0 1 1—2v 
SES VO + ext) + et) . E 


_—. A — ere) — e)] , 1 P+Q, 1), 
21) [1 + ER] + Re|(e+ una. 
U 


L’équation (5.49) prend alors la forme 


1 


\ 269 | = n (a) + —S(z, | dt — — w(z) (5.49°) 


z + 


(0 < x < 1). 
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A son tour l'égalité (5.47) devient 
1 


(ei = Ca 2 P: d 
l EE ee se e < ? 
\s | ( + ep: “ 2= Ru DE 
0 


Notons que le problème de contact à symétrie axiale pour le 
a de peut être ramené à une équation intégrale 


Qt) ——Æ E (TS LE nl = f(x) (0<r<1). (5.50) 


Comme on le fait dans [81], donnons sa solution (8.11), ch. I, 
sous la forme 


1 1 — x° = 


X 


7/2 2/2 
X \ dy \ Af(Yx — (1 — r*)sin* osin z)sin d sin «da, (5.51) 


0 
où 


LR 


Af(t) = —j"(0 + FO, ec = — & [ro + (re = POP |: 


On peut montrer que la solution (5.51) se laisse représenter aussi 
sous la forme 
1 


—— : AL CUE t) dt, (5.51°) 


ten xt) Fr.) 
z +t T +! { 


Considérant l'intégrale de (5.51’) comme opérateur, appliquons 
celui-ci à gauche sur (5.149). Ceci nous donne l'équation équiva- 
lente 


gx) — 


© 


où 


1 


q(x) — ste, t) dt — 


1 
= ——— — | sets, D (O<æz<i), (5.52) 
V7” 
0 
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où 
1 


Ba, 0 = |] Es» + sc, n] 1,282 


Ainsi, nous avons obtenu pour g(xr) une équation integrale de 
deuxième espèce. Pour la résoudre on aura recours à la condi- 
tion (5.47”). 


$ 6. Problèmes pour les corps présentant des coupures 


Soit dans l’espace occupé par le milieu élastique une surface 
régulière non fermée S délimitée par un contour régulier L ; 
les faces de S seront désignées par S* et S7 (conformément au 
sens positif de la normale extérieure). On donne sur les faces 
S+ et S- les contraintes *) 


lim T',u(p) = F*(q*), (6.1) 
p—q+ 
lim T,u(p) = F-(q"). (6.2) 
pq” 


Les contraintes à l’infini sont supposées nulles (si elles ne le sont 
pas, il convient alors par superposition de la solution triviale de 
passer à une condition homogène). Les restrictions que l’on doit 
imposer aux fonctions F+(g+*) et F-(qg-) ont pour but d'assurer 
l’applicabilité de l'appareil utilisé. 

Ce problème appartient à la classe de problèmes dégénérés, 
non embrassés par la théorie exposée au $$ 1 à 3. Ceci est dû 
non seulement à la présence du contour L, mais principalement 
au fait que le problème I*+ auxiliaire, auquel on à recours pour 
construire la théorie du problème II- dont le problème considéré 
est un Cas particulier, s'avère être posé pour un domaine dégé- 
nérant en surface, ce qui est dénué de sens. 

Simplifions préalablement la position du problème. Si F+(q) # 
# F-(q), nous formons alors un potentiel de couche simple V(?, f) 
de densité f — 0,25(F+* — F-). En vertu des formules (1.23) 
(qu’on suppose applicables) nous obtenons que les déplacements 
uw’ = u — V{(p, f) vérifient les conditions aux limites, les mêmes 
des deux côtés. En effet, 


Tiu = Tiu — TV = Ft —0,5(F+ — F-) — 
=O5(Ft+F-)=Tiu— TV —=F- LO5(F* — F-). (6.3) 


*) La donnée de conditions d'autre type présente moins d'intérèt. 
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Omettons ensuite le cran sur & et, admettant l'identité des fonc- 
tions F+(q) et F-(q) à la limite, considérons les conditions (6.1) 
et (6.2) comme une condition unique. 

Jntroduisons en considération le potentiel de couche double 
W{(p, o@). p étant égale à la moitié du saut des déplacements sur 
la coupure. La différence w’ = uw — W{?, @) représentera alors 
des déplacements continus au voisinage de la coupure aussi, en 
même temps que le vecteur des contraintes. Appliquant alors la 
généralisation du théorème de Stahl en théorie de l’élasticité *) 
[108], nous obtenons que le déplacement uw’ est identiquement 
nul, en d’autres termes que le déplacement cherché « se repré- 
sente sous la forme d’un potentiel de couche double W(?, ®). 

Le résultat établi permet d’expliquer la divergence de la méthode 
des approximations successives avec l’accroissement de l’indice j. 
En effet, lors du passage à la limite considéré plus haut le poten- 
tiel de couche simple s’avère donné sur une surface bilatérale. 
D'autre part, comme nous venons d’établir, la solution se repré- 
sente sous la forme d’un potentiel de couche double donné sur une 
surface unilatérale. Les solutions devant être les mêmes, il en 
découle que le passage d’un potentiel à l’autre n’est possible que 
lorsque la densité du potentiel de couche simple devient infinie. 

Exigeons maintenant la vérification de l’une des conditions 
(6.1) ou (6.2). Nous arriverons alors à l’équation fonctionnelle 
fondamentale | 


lim THV(p, @) = lim, \ rate. g'hp(a')dSe = F(g. (6.4) 
q 1] . 
S 


Passons à l’exposé des schémas de calcul servant à la résolu- 
tion de l’équation (6.4). Nous partirons naturellement d’une dis- 
crétisation quelconque de la surface S en petits domaines 
S,(j=1.2,..., N) et d’une représentation constante par morceaux 
de la fonction æ(q), reportée aux points centraux des domaines g,, 
que nous appellerons comme auparavant points d’appui. Nous 
n'exigerons la vérification des équations (6.4) qu'aux points 
d'appui. 

La difficulté de la réalisation directe de l’équation (6.4) réside 
dans le fait qu’il est impossible de la ramener à une équation inté- 
grale et par conséquent de réduire la procédure de résolution 
approchée au calcul des intégrales de volume. Décrivons quelques 
procédés de construction d’algorithmes approchés. 


*) Le théorème de Stahl, démontré pour la première fois pour les fonctions 
harmoniques (cf. {146]), affirme que deux fonctions harmoniques, égales sur une 
partie quelconque de la surface ct ayant des valeurs égales de leurs dérivées nor- 
males, sont identiques. 
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Choisissons un point d'appui quelconque, disons g,;. et cons- 
truisons en celui-ci l’analogue discret de l’équation (6.1). partant 
des valeurs conventionnellement données de @(q,;) en tous les 
points d’appui g; (q(q;) = p;). Il faut dire que le calcul des 
termes des sommes intégrales correspondant aux domaines 
S3 (3 # Jo) est très simple. Un intervertissement de l’ordre de 
différentiation et d'intégration étant possible dans l'expression 
des contraintes, nous obtenons l'intégrale 


\ Tags 9)o(a)d8,. (6.5) 


$S-S; 

Afin de conserver la précision il faut dans les domaines $, 
situés à proximité immédiate du point 7, opérer une subdivi- 
sion de la surface ; la densité dans ces domaines sera déterminée 
par interpolation à partir des valeurs de , adoptées au début. 

L'application à l'intégrale (6.5) d’une formule d’intégration 
de volumes conduit à une somme de la forme 


Ÿ Pie (6.6) 


J=1 


Ici peut figurer également le terme en @, s’il à fallu effectuer 
une subdivision, car la valeur de q, à dû alors être utilisée 
pour l’interpolation de la densité dans les domaines complémen- 


taires attenant au point 7,. Il est évident que a; ,; est une matrice 
du troisième ordre. 


Nombre de procédés existent pour calculer le terme correspon- 
dant au domaine S;,, [106, 166, 115]. Dans [115] par exemple 
on propose d'introduire en considération les points situés dans le 
corps même, à proximité immédiate du point g, (le plus commode 
est de les prendre sur la normale à la surface). Nous les désigne- 
rons par p;, le paramètre L caractérisant la distance au point 
g, On calculera en ces points les composantes des contraintes 
(à partir de la densité donnée uniquement sur S;), effectuant 
ensuite une extrapolation au point g.. Les valeurs trouvées des 
contraintes sont à porter dans la somme (6.6). Nous obtenons de 
la sorte l’analogue discret de l’équation (6.4) au point 7, : 


” 
SE cp; = F(q.). (6.7) 


j=1 
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Pour assurer la précision indispensable du calcul des con- 
traintes pour de petites valeurs de L il y à lieu d’eftectuer une 
subdivision du domaine S;. Si, par ailleurs, on à recours à une 


interpolation de la fonction @(q), alors dans la somme (6.7) non 
seulement le coefficient a; ,; sera différent du coefficient œ, ei 
0 


mais encore plusieurs coefficients correspondant aux domaines S; 
attenant au point J. 

Dans le tableau 14 sont résumés les résultats des calculs 
effectués pour un exemple modèle. Sur une surface carrée on a 
donné une fonction vectorielle de grandeur constante (unité) dirigée 
suivant la normale à la surface. On a formé un potentiel de couche 
double avec cette fonction pour densité et on à calculé, aux 
points situés sur la normale au centre du carré et à différentes 
distances de celui-ci, la composante o. (le plan 20y était supposé 
se confondre avec le plan du carré). Le calcul des contraintes à 
nécessité d’effectuer une subdivision du domaine en n* petits 
carrés identiques. 


Tableau 14 
n 0,4 0,2 0,15 O,1 0,05 
30 1, 78139 1,66073 1,6:3240 1,60930 0,51301 
60 1,78159 1,66085 1,63255 1,61014 1,57513 
120 1,78159 1,66093 1,63261) 1,61023 1,59591 
180 1,78159 1,66093 1,6326N0 1,610273 1,59615 


Nous voyons que par un choix «approprié du nombre x 
on peut atteindre des valeurs stables des contraintes aux points 
très proches de la surface. 

Le tableau 15 donne les valeurs des contraintes obtenues par 
extrapolation (et effectivement la valeur du coefficient &;,.i,) POUr 
différents groupes de points utilisés dans le calcul. 


Tableau 15 


0,4; 0,3; 0,2; 0,1 


| 0,4: 0,3: 0,2: 0,1: 0,05 


30 1,55187 1,59234 _ 

60 1,55195 1,59315 1,54165 
120 1,55200 1,59388 1,59138 
180 — _ 1,59205 


On voit que le processus d’extrapolation est stable et sa pré- 
<ision peut être contrôlée. 
Rapportons un procédé de calcul du coefficient &;,, ;, néCessi- 


tant une polvsgonalisation préliminaire de la surface. Supposant 
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comme auparavant la densité constante à l’intérieur de chaque 
domaine S, (maintenant polygone), on peut montrer que les 
déplacements et les contraintes s'expriment sous forme explicite, 
ce qui conduit de même à un analogue discret de l’équation (6.4) 
au point d’appui considéré. Lorsque nous aurons épuisé tous les 
points d’appui, nous arriverons à un système d'équations algé- 
briques. analogue discret de l’équation générale (6.4) : 


A 
VC Œu@u = F(g) (j =1:2...., N). (6.8) 

kR—1 
Notons un procédé permettant d'élever la précision sans avoir 
recours à une discrétisation fine de la surface au voisinage de 
son bord (normalement indispensable, puisque la dérivée des 
déplacements prise suivant la normale au bord de la coupure croit 
indéfiniment). Il faut pour cela introduire dans la représentation 
de la fonction @ un facteur (en coordonnées locales dans le plan 


normal au bord de la coupure) défini par la représentation asymp- 
totique connue des déplacements au voisinage d'un point anguleux 
(cf. $8, ch. III). 

Envisageons un procédé de construction d’un analogue discret 
de l’équation (6.4) proposé dans ! 166]. C’est au fond une généra- 
lisation de la méthode exposée dans [1] qu’on utilise pour cons- 
truire les schémas de calcul pour des problèmes fondamentaux. 
On effectue une discrétisation de la surface de la coupure en poly- 
gones plans. et l’on donne sur chaque polygone une fonction vec- 
torielle constante qu’on considère comme la densité d’un potentiel 
de couche double. Dans ce cas tous les potentiels s’expriment par 
des fonctions élémentaires, ce qui conduit à un système du type 
(6.7). 

Si les potentiels sont recherchés à partir de la solution obtenue 
pour une force appliquée à l’intérieur du demi-espace (solution 
de Mindlin), on obtient alors Ja solution dans le cas des coupures 
dans le demi-espace. 

Approchons les problèmes considérés d’un point de vue diffé- 
rent. Soit un ensemble de surfaces S, telles que D} = D, et qui 
tendent à la limite vers une surface bilatérale S. Donnant sur 
S, des conditions aux limites qu’on obtient par un prolongement: 
suffisamment régulier des conditions aux limites données sur S à 
l’intérieur du domaine correspondant, on obtient pour chacun des 
domaines D; un deuxième problème extérieur. Ces problèmes 
ne sont plus dégénérés. Ayant résolu ces problèmes par telle ou 
telle méthode, on obtient à la limite pour j — æ une solution 
qu’on peut traiter comme une solution pour l’espace muni d’une 
coupure. Si l’on adopte pour la construction de ces solutions la 
méthode du potentiel (équation (2.3)). la convergence des appro- 
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ximations successives s’empire avec la croissance de j, de sorte 
qu'on obtient à la limite une série divergente. Ce fait sera expliqué 
un peu plus loin. Les mêmes difficultés sont rencontrées avec 
l'équation (2.5): dans ce cas c’est le second membre qui tend à 
la limite vers zéro. Il est tout de même possible de se faire une 
idée exacte de la concentration des contraintes au voisinage du 
bord de la coupure, en partant de l’analyse des solutions obtenues 
pour des cavités suffisamment minces. Les considérations que 
nous venons d’exposer ont reçu un développement dans [67]. On 
est parti de la solution d’un problème pour un plan présentant une 
coupure [95] soumise à une extension triaxiale. Les contraintes 
normales sur le prolongement de la coupure sont 


PR Lie at3 (6.9) 


Verre 


où ? est la longueur de la coupure. Multiplions les deux membres 
de (6.9) par Ÿx et développons en série suivant x, en ne retenant 
que deux termes : 


Vzo & C, + Cox. (6.10) 


La fonction (6.10) approche assez bien la solution exacte, de 
sorte que son extrapolation sur le bord de la coupure fournit 
une valeur suffisamment exacte du coefficient d'intensité des 
contraintes. 

Puis on à considéré la solution d’un problème pour un plan 
comportant une ouverture elliptique de demi-axes « et b. Les 
contraintes normales sur le prolongement du demi grand-axe sont 

= > : (6.11) 

(z° — a + b2}3/2 

Pour a/b > 10 les valeurs des contraintes fournies par les formules 
(6.9) et (6.11) ne diffèrent que très peu pour æ >6. Il est donc 
possible de déterminer la valeur du coefficient d’intensité des 
contraintes dans le problème pour un plan avec une coupure par 
une approximation linéaire (puis une extrapolation) du produit Vxzo 
qu’on obtient dans le problème du corps avec une cavité. 

De nombreux calculs montrent qu’à une certaine distance du 
bord de la cavité (à peu près égale à son épaisseur) la fonction 
Yæzo se laisse suffisamment bien approcher par une droite. On 
montre sur la figure 81 un demi-plan muni d’une coupure latérale 
formée par deux segments de droite et un demi-cercle. L’épais- 
seur de la coupure était égale à 0,1 de sa longueur. Les contrain- 
tes os. s’exercent à l'infini. On voit que dans l’intervalle 0,2 <æx/l< 
< 0,5 l’approximation linéaire est satisfaisante. On à obtenu 
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pour le coefficient d'intensité des contraintes une valeur 4,40, ce 
qui diffère de 0,5% de la solution connue. 


0,85 


0 0,1 0,2 0,3 0,4 “7 0.5 


Fig. 81. Fonction cYz. 


Pour obtenir des valeurs fiables du coefficient d'intensité des 
contraintes on à à résoudre des problèmes auxiliaires pour des 
cavités très minces, ce qui suscite nombre de difficultés. Dans 
l’article cité [67], où l’on à eu recours à l’appareil des équations 
intégrales singulières, il s’est avéré nécessaire d'effectuer un 
srand nombre d’itérations. Afin de réduire le volume des calculs, 
il à été proposé de mettre à profit cette circonstance qu’à partir 
d’un certain numéro, les itérations se comportent comme des 
termes d’une progression géométrique (d’une même raison pour 
toute la surface). Ceci permet de calculer la somme des itérations 
analytiquement. 


$ 7. Corps eomposés. Corps homogènes par morceaux 


Faisons l’étude des problèmes de la théorie de l’élasticité pour 
des corps composés. On admet l’existence dans le corps de sur- 
faces (fermées ou non) sur lesquelles le vecteur déplacement subit 
une discontinuité. Des sauts se manifestent lors de transforma- 
tions de phase ou lorsque le corps est « monté » de différentes 
parties telles que les dimensions des cavités et des pièces à v 
insérer sont légèrement différentes. Dans ce dernier cas on doit 
faire telles ou telles hypothèses sur le comportement des surfaces 
en contact au cours de leur déformation simultanée. L’hypothèse 
la plus simple au point de vue des calculs est celle d’adhérence 
complète. On doit supposer alors que le saut du vecteur dépla- 
cement conserve sa valeur. On peut supposer également qu’il se 
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produit un glissement. Dans ce cas il faut se donner la valeur 
du coefficient de frottement. Si le frottement est nul, on admettrx 
que les composantes tangentielles des contraintes sont nulles et 
que le saut de la composante normale des déplacements est connu. 
Le problème devient extrêmement complexe si l’on suppose qu'au 
cours de la déformation il y x décollement par endroits (ces endroits 
devant être déterminés). Pour les transformations de phase on 
admettra naturellement qu’il y à adhérence complète. Dans tous 
les cas on doit supposer que le vecteur contrainte ne subit pas 
de saut. : 

Nous allons traiter le cas d’xdhérence complète des corps en 
contact. Soit D, un domaine déiimité de l’extérieur par la surface 
S, et de l’intérieur par la surface S, et D, un domaine délimité 
de l’extérieur par la surface $S et de l’intérieur par la surface :\.. 
La surface $ est soumise aux conditions 

u(q) — u(9) = F(9): (3.1) 

Tu(g) = Tituo(g). (1.2) 

Ici F(q) est le saut du vecteur déplacement (serrage) (cf. les condi- 

tions analogues (6.2) et (6.5), chapitre V, pour le problème 

plan). Nous envisagerons tout d’abord le cas de milieux iden- 
tiques. 

Profitant des propriétés du potentiel de couche double W#(?p) 
(1.21) et (1.24) on peut passer directement au problème auxiliaire. 
On devra prendre la densité du potentiel égale à 1/2F(q). Définis- 
sant les déplacements dans le domaine 
D, par 


u(p) = up) — W{(p.1/2F(q)) (1.3) 
et dans le domaine D, par 
u(p) = w(p) — W(p.1R2F(q)) (5.4) 


nous obtenons les déplacements vérifiant 
les équations de Lamé dans D=D, U 1),. 
mais pour de nouvelles conditions aux 
limites. 

Il est évident qu’on peut procéder de 
même dans le cas de plusieurs inclusions 
et même dans le cas où certaines inclu- 
sions représentent des corps composés. 

Le cas où la surface de contact émerge 

à la surface extérieure exige une étude 
l'ig. 82. Corps composé, spéciale. Dans le cas le plus simple 
(représenté sur la figure 82) l’un des 
domaines est délimité par la surface S, US, l’autre par la surface 
SU S (S étant la surface de contact). Il est clair que le 
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potentiel de couche double 


1 _ 
W(p) = (re, ) F(Q (7.5) 
S 

conduit également à un problème pour le domaine délimité par 
la surface S, US. Il est vrai que la détermination du terme à 
ajouter aux conditions aux limites (en contraintes) au voisinage 
du contour délimitant la surface ouverte S pose des problè- 
mes. Ce terme subit, en général, un saut lors du passage 
de la surface S, à la surface S.. Afin d'éliminer la première diffi- 
culté il est utile de considérer un potentiel de couche double 
distribué sur une surface qui s’obtient en complétant $S par une 
bande étroite. On donne sur celle-ci la densité définie par le pro- 
longement continu de la fonction du saut des serrages et s’annu- 
Jant sur l’autre bord. La présence d’un saut des contraintes dans 
les conditions aux limites conduit à la nécessité d'introduire comme 
usuellement, au voisinage du contour frontière, une discrétisation 
plus fine de la surface. 

Pour déterminer les contraintes engendrées par le potentiel 
de couche double au voisinage de la surface sur laquelle est 
donnée la densité, on peut procéder par extrapolation. Le procédé 
est étudié en détail au $6 [115]. 

Envisageons des exemples. Dans [120] on considère le problème 
à symétrie axiale que pose l’ajustement à chaud d’un cylindre 
creux avec un cylindre plein. C’est un problème pratique où il 
s’agit de calculer les contraintes d'assemblage dans un cylindre de 
laminoir fretté (fig. 83). Par profilage du cylindre on arrive à 
obtenir des contraintes de contact assurant un bon fonctionnement 
«le la pièce composée (sans glissement de la frette) pour des con- 
traintes relativement basses dans la frette. 


Fig. 83. Cylindre frette. 


Il était d'usage de résoudre les problèmes de ce genre comme 
des problèmes plans. Avec ce modèle simplifié on obtenait les 
valeurs nulles de la composante tangentielle sur la surface de 
contact. 
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Déterminons la valeur du saut des déplacements. Pour la 
composante normale cette question est claire : le saut est la diffé- 
rence des rayons. Pour déterminer le saut de la composante tan- 
centielle des déplacements dirigée suivant la génératrice il est 
nécessaire d’analyser la technologie d’' assemblage. Admettons 
qu’au cours du refroidissement de la frette celle-ci serre le cylindre 
suivant toute la surface. Dans l’hypothèse de l’adhérence complète 
on peut admettre que le saut des déplacements est une fonction 
linéaire de la coordonnée axiale, définie par la différence des tem- 
pératures an moment du contact. Le problème ayant un plan de 
symétrie, le saut des déplacements dans le plan de symétrie 
s’annule. On comprend que la détermination du saut de la com- 
posante tangentielle des déplacements dans le cas général (prise 
non simultanée des pièces en contact ou glissement avec frotte- 
ment) est un problème très complexe. 

Sur la figure 84 sont montrés les résultats des calculs des 
composantes normale et tangentielle des contraintes de contact et 
sur la figure 85 les composantes du tenseur des contraintes dans 
la frette et dans le cylindre dans différentes sections de l’arbre 
composé. On supposait dans les calculs (pour tenir compte du 
glissement) que le saut de la composante tangentielle était égal 
à la moitié de la valeur obtenue dans l’hypothèse d’adhérence 
complète. 

Signalons un cas particulier d'importance pratique. Suppo- 
sons que la surface $S est une partie de la surface cylindrique et le 
serrage (le saut des déplacements) est de valeur constante et 
dirigé suivant le rayon. Les termes complémentaires peuvent 
alors être déterminés à partir de la solution du problème de 
Lamé dans des conditions de déformation plane. Pour le domaine 
intérieur le terme complémentaire est de la forme 

2u(A+u) Ô. c" 24. À 


Gr =G=———"—<—-) 6. 
À + 2u R 2 2U'R 


et pour le domaine extérieur 
il est 


Gr = — GG = 


__ 2uQ. + 4)5R 


» 6.0, (7.7) 


7, — 211 


0,4 0,8 1,2 z:,m à est le serrage, E le rayon 


Fig. 84. Contraintes de contact. de la surface cylindrique. 
Passons à l’examen de corps composés de pièces aux différen- 
tes constantes d’élasticité, i.e. de corps homogènes par morceaux. 
Soient un ensemble de surfaces S,, S.,...,S, disjointes et une sur- 
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face S, telle que toutes les autres surfaces sont disposées en dehors 
ou à l’intérieur de celle-ci (la surface $, peut ne pas exister). Le 
domaine D, compris 
entre les surfaces So: 
Sis-.. Sm St Supposé 
rempli d’un milieu avec 
les constantes À, et Lo 
les domaines D de 
milieux avec les cons- 
tantes ?., et u,; (7 = 1, 
2, ..., M). Ainsi, les sur- 
faces S; (10) s’avèrent 
étre des surfaces de 
conjugaison (de contact) 
des milieux. On donne 
sur la surface $, une 
condition aux limites de 
type quelconque. En 
l'absence de la surface 
S, (quand le domaine 
D, S’étend dans l'infini) 
il est nécessaire de 
donner le comportement 
de la solution à l’infini. 

Une position plus 
générale des problèmes 
concernant un milieu 
homogène par morceaux 
englobe les cas où les 
domaines D; sont eux- 
mêmes remplis de milieu 
non homogène ct aussi 
ceux où les surfaces de 
séparation des milieux 
émergent à la surface 
extérieure. Un cas particulier de ce problème est le problème 
décrit au $ 5 relatif à la compression de deux demi-espaces. 

Le plus naturel est de ramener les problèmes concernant des 
corps homogènes par morceaux à un ensemble de problèmes 
pour chacun des domaines (remplis d’un milieu homogène), en 
introduisant sur chacune des surfaces de contact des fonctions 
auxiliaires. Se donnant les contraintes extérieures par exemple, 
résolvant sous forme générale l’ensemble de problèmes aux limites 
ainsi obtenu, déterminant les déplacements sur les surfaces de 
contact et égalant ceux-ci entre eux, on arrive à des équa- 
tions par rapport aux contraintes introduites. 


0 03 0,675 0,95 rm 
Kkgf/mm: 


37} Ÿ 
PSY 


Fig. 85. Contraintes dans la frette et l'arbre du 
cylindre dans plusieurs sections. 
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Il est commode de réaliser cette approche par la méthode du 
potentiel à partir des équations intégrales tirées des formules 
(1.12) ct (1.14). Nous obtenons alors un système d'équations inté- 
grales à noyaux réguliers et singuliers. Comme inconnus figure- 
ront les déplacements et les contraintes sur les surfaces de con- 
tact. ainsi que les fonctions données sur la surface S,. 

Nous allons résoudre notre problème à partir de la condition 
la plus simple, notamment supposant qu’il y à adhérence entre les 
surfaces en contact. Ecrivons ces conditions sous une forme plus 
générale : 


u,(g) — &(q) = F;,(Q). (7.8) 


?j4; 


04e 
Tiu,(g) — Tius(g) = Faq) (ge S,, 3j # 0). (7.9) 


Le sens des notations utilisées dans (7.9) pour l’opérateur T' est 
évident. Les fonctions F,, et F,, doivent être données. Le sens 
physique des fonctions F;,, est clair : elles définissent la grandeur 
du « serrage » avec lequel l’un des corps (inclusion) est introduit 
dans l’autre. 

Signalons que pour le cas où toutes les surfaces de séparation 
des milieux sont fermées, sont obtenues les équations intégrales 
singulières (à noyaux de structure très volumineuse) [10]. Il est 
démontré que ces équations sont toujours résolubles (dans le cas 
où le domaine D, est fini, on exige la vérification de la condition 
d'équilibre du corps en entier). 

Examinons plus en détail le cas particulier de coefficients de 
Poisson identiques dans tous les milieux (1.e. le cas où À;/29 = 
— u;/19 = k;). Il est alors aisé d'obtenir des équations intégrales 
singulières pratiquement de même structure que les équations 
concernant un milieu homogène. Récrivons la condition (7.9) sous 
la forme 


d Ho 2, k, 
kT,u,(g) — Tuo(g) = F:,(q). (7.10) 


Nous supposerons ensuite pour plus de simplicité que F,,(q) = 0 
et en outre, pour plus de précision, que sur la surface #$, sont 
données les contraintes F,(qg'). Introduisons dans le domaine 
D(D, U Di U ...u D;) un potentiel de couche simple V{?p, 9) 
dont la densité est distribuée suivant les surfaces S,. On note 
symboliquement œ l’ensemble des fonctions 9, définies sur les 


surfaces S, Ce potentiel est construit à partir des constantes 
Jo €Ù Ho- 
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Nous obtenons alors pour la densité p des équations intégrales 
singulières (plus exactement, un système d'équations), à savoir 


Polg') + > NICE q)ps(g)dSe = Fofg) (9° € So). 
J0 
s 7.11) 


y - 1 ; 
P:(q') +; Ë | F,(q', q) p;(9) as, AT F::(q°) 
Sy 


Ces équations diffèrent des équations (2.3) (pour le cas d'un 
domaine délimité par plusieurs surfaces) par le fait que certains 
facteurs «, sont inférieurs en valeur absolue à l’unité. La donnée 
des déplacements sur S, entraine des modifications évidentes. 
Les noyaux étant de structure identique à celle de noyaux corres- 
pondant au milieu homogène, les alternatives de Fredholm s'y 
étendent automatiquement à partir des résultats du $ 2. 

Dans le cas où l4 surface S, n’existe pas et toutes les inclusions 
sont du même matériau (4, — & =... —2, — Const), la méthode 
des approximations successives sera convergente en vertu des 
propriétés spectrales. établies au $2, des équations (2.3) (dans 
les équations (7.9) il convient de poser À = @). 

Terminons ce paragraphe par l’examen d’un procédé de réso- 
lution des problèmes de la théorie de l’élasticité pour des corps 
homogènes par morceaux [119]. Sur la surface de contact les 
contraintes de contact inconnues sont développées en séries suivant 
un svsteme complet de fonctions avec si possible des facteurs de 
poids tenant compte de l’état de contrainte aux points du contour 
délimitant la surface de contact (si cette surface n’est pas fermée). 
On résout ensuite pour les corps homogènes un ensemble de 
seconds problèmes aux limites pour des conditions aux limites 
identiques pour chaque harmonique. Les coefficients des dévelop- 
pements sont tirés de la condition de minimalité de l'écart des 
déplacements, ce qui conduit à un système d’équations algébrique. 
JL: construction d’une solution stable peut nécessiter l’emploi 
d'ulgorithmes de régularisation. Il s'avère que l’utilisation d’un 
système de fonctions fortement minimal ne conduit pas automa- 
tiquement en général à un système d'équations algébrique bien 
conditionné, car le système de fonctions obtenu pour les déplace- 
ments (sur la surface de contact) n’est pas fortement minimal. 
Dans le travail cité on à utilisé pour obtenir une solution stable 
du système le développement singulier de la matrice [162. 31]. 
La précision avec laquelle on calcule l’élément du système algé- 


316 MÊTHODES DU POTENTIEL EN THÉORIE DE L'ÉLASTICITE CH. VII 


brique est déterminée par le nombre de fonctions retenues dans 
le développement. 

On donne à titre d’exemple la résolution du problème pour un 
cylindre composé (fig. 86). Toutes les constantes et les dimensions 


RSRRKE 


2R 


NI 2:0 R=3,0 


NS 
DID 
NE 


2L 


Fig. 86. Section d'un cylindre composé. 


sont indiquées sur la figure. Le serrage était constant. On donne 
la solution pour deux variantes : en l’absence de contraintes tan- 
gentielles et en cas d’adhérence complète. Le développement 


0,0 0,25 0,5 0,75 z/. 1,0 


Fig. 87. Composante normale des contraintes de contact pour 
un contact sans frottement. 


était effectué suivant les polynômes de Tchébychev (pairs pour 
les contraintes normales et impairs dans le second problème) pour 
les contraintes tangentielles en fonction de l’argument :/L. Sur 
les figures 87 et 88, a et b sont reportés les résultats des calculs 
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(pour les contraintes de contact). La courbe continue traduit la 
solution obtenue au moyen du développement singulier de la 
matrice (quand les inconnues correspondant à de petits éléments 


(a) 
(b) : ee 
ET 4 
Ut 1 
0,15 | = à : 
ms 4 À. 
4 
0,0” À E 0,5 0,75 Z/, 1.0 


Fig. 8S. Composantes normale (a) et tangentielle (b) des 
contraintes de contact en présence du frottement. 


diagonaux étaient supposées nulles). La précision sur les solu- 
tions des seconds problèmes (obtenues par la méthode des potentiels} 
était de 5-10-%. Les problèmes aux limites étaient résolus avec 
une précision de 10-* et 10-5%, le problème pour le corps composé 
(ie. le système algébrique) se résolvait directement. Ces solu- 
tions sont représentées respectivement par des triangles et des 
carrés. Pour comparer. on donne sur la figure la solution de 
Lamé (ligne en pointillés pour un ét°t de contrainte plan et 
ligne en trait mixte pour un état de déformation plan). 


CHAPITRE VII 


MÉTHODES VARIATIONNELLES ET DES 
DIFFÉRENCES FINIES DANS LES PROBLÈMES 
DE L'ÉLASTICITÉ 


$ 1. Méthodes variationnelles en théorie de l’élastieité 


Continuons l’étude des problèmes spatiaux de l'élasticité, 
mais sur une base variationnelle. Nous partirons des équations 
d'équilibre (4.4’’) du chapitre II : 


(à + 24) grad divu — u rot rot u = P (1.1) 


que nous écrirons sous une forme symbolique 
Au = P. (1.1') 
Nous allons considérer un problème mixte pour un domaine fini 


D délimité par une surface S constituée de deux parties $, et 
S 5 on à par ailleurs les conditions 


us, —= 0, T,uis. = (0). (1.2) 


Ainsi nous avons une équation opératorielle (différentielle) 
aux conditions aux limites homogènes. Montrons que ce problème, 
y compris les cas limites où l’une des surfaces, S, ou S., fait 
défaut, se ramène au problème de minimisation d’une fonction- 
nelle avec les conditions aux limites correspondantes 


Fu; — \ [ Wu) — uP]d4Q, (1.3) 
D 


où Wi(a) est l'énergie potentielle des déformations (cf. $ 3, ch. IT). 
Introduisons en considération l’espace hilbertien L.(D) des 


fonctions vectorielles u(p) telles que \ ru ‘#dQ < oc. Le produit 


D 
scalaire sera déterminé comme usuellement par la formule 


(u, ©) =| (ui Ti + Uote + Usrs)dQ. 


D 
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Nous considérerons dans cet espace des fonctions continues et 
continüment différentiables dans D, qui vérifient l’une des condi- 
tions (1.2) ainsi que l'inégalité \ | Au|* dQ < ©. Formons le 


D 
produit scalaire 


(Au, u) — \ uAu d(. (1.4) 


D 


En vertu de la troisième formule de Betti (4.26). ch. II (compte 
tenu de ce que les déplacements vérifient une équation avec 
second membre). nous obtenons l’égalité 


\muao in \ W(u)dQ— \uTiuas. 


D D S 


La dernière intégrale s’annule par suite de l’homogénéité des con- 
ditions aux limites (1.2). Nous obtenons l’égalité 


\mtuao = 2 | W(u)dQ, (1.5) 


D D 


d'où il découle que l'opérateur considéré est symétrique. 
W{(u) étant une forme quadratique définie positive, il découle 


de l’égalité\u4udQ — O0 que toutes les déformations dans le 


D 

corps s’annulent et donc que les déplacements se déterminent à 
un mouvement de solide près. D’autre part, de la condition imposée 
à la surface S, (si elle ne dégénère pas) suit que les déplacements 
sont identiquement nuls. Nous avons démontré la positivité de 
l’opérateur À pour les problèmes I et mixte. Par conséquent, 
pour ces problèmes l’opérateur de la théorie de l’élasticité admet 
une interprétation variationnelle équivalente : sa solution minimise 
la fonctionnelle 


Fu) = (Au, u) — 2(P,u) — 2| [W(u) — Pu]dQ (1.6) 
D 
sur l’ensemble des fonctions vérifiant la première condition (1.2). 


La complication qui apparaît dans le deuxième problème est 
analogue à celle du problème de Neumann pour l’équation de 
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Laplace. Afin d'obtenir ici aussi un opérateur positif on soumet 
l’espace des fonctions admissibles à la restriction 


ua = 0, \trxaan = (0. (1.7) 


En effet, il ressort de la condition (uw, Au) = 0 que les dépla- 
cements se déterminent à un mouvement de solide près, mais en les 
soumettant aux restrictions (1.7) nous obtenons qu'ils s’annulent. 

D'autre part, pour le deuxième problème intérieur il est indis- 
pensable que soient réalisées les conditions d’équilibre du corps en 
entier. Dans le cas donné, vu l’homogénéité des conditions aux limi- 
tes et la non-homogénéité de l’équation elle-même, ces conditions 
prennent la forme *). 


\paa — 0, \exprac = 0. (L.S) 


Aussi, effectuerons-nous toutes les constructions dans un espace 
hilbertien plus restreint, exigeant que chacun des éléments vérifie 
la seconde condition (1.2) (S: — $S) et les conditions (1.7). De la 
condition (a, Au) — 0 il découlera alors que u = 0. Donc, l’opé- 
rateur de la théorie de l’élasticité est positif. 

Dans le cas général du problème mixte (aux conditions aux 
limites non homogènes) nous avons la fonctionnelle 


F(u) — 2! \ [W(u) — uP]d4n | uF.as |, (1.9) 


où PF, est le vecteur des contraintes donné sur S.. Dans les cas 
particuliers nous avons 


F(u) = à [W(u) — uP]dQ pour S=$, (1.9) 


D 


Fu) = 2 À [W(u) — uPjdQ -\ur. as | pour S—#$,. (1.97) 


D S 


*) Dans le cas contraire, i.e. lorsque l'équation est homogène et les conditions 
aux limites ne le sont pas, les restrictions sont (1.7), ch. III. 
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Les conditions aux limites ne peuvent être satisfaites que sur 
la partie de la surface où sont donnés les déplacements, puisque 
les conditions aux limites en contraintes sont naturelles. 

Remarquons que le résultat sur le minimum de la fonction- 
nelle, établi plus haut, n’est autre que le principe connu en élas- 
ticité du minimum de l’énergie potentielle consistant en ce que 
de tous les déplacements vérifiant les conditions aux limites en 
déplacements ne sont réalisés que ceux pour lesquels l’énergie 
potentielle est minimale. 

Conformément au schéma général d’étude des problèmes 
variationnels ($ 12, chapitre I) pour démontrer leur résolubilité 
il faut établir un résultat plus fort que la positivité de l’opérateur 
correspondant, à savoir démontrer que celui-ci est défini positif. 

Examinons le premier problème fondamental [91]. 

Pour simplifier l'écriture, convenons d’employer des lettres 
grecques pour désigner une sommation suivant des indices répétés, 
la sommation est également à effectuer lorsqu'il n’y à pas d’in- 
dice répété, mais le terme correspondant est élevé au carré. 

Introduisons les notations 


1 Li 
Sim = (im À Un) Tim = im — Um) 


H(u) — | adQ, Du) UE (1.10) 


jen 
S(u) = \ Si dQ, R(u) — E aQ. 
D D 

On démontre sans peine l’égalité 
D{u) — R(u) + S(u). (1.11) 
Pour établir que l’opérateur de la théorie de l’élasticité est défini 

positif il faut prouver l’inégalité 

R(u) < cS{u) (c = const), (1.12) 
dite inégalité de Korn. Comme nous nous occupons du premier 


problème, l'inégalité sera établie sous l'hypothèse u|, —0. Remar- 
quons qu’alors 


D(u) < (1 + c)S(u). (1.13) 


Nous supposerons que le déplacement uw et ses dérivées premières 
et secondes sont continus jusqu’à la surface frontière, qui peut 


21 
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être régulière par morceaux. On à évidemment les égalités 
Un = 8m F Tamy Uni = 8m — Time 
Faisons le produit et sommons sur les deux indices. Nous avons 


UE UB x = S8 — Tage 


L 


Comme u,Upe = 83 Aàl0TS 
88 — ras 7 a = UpUB,a — Uaalp.p — (U,Ug,a).8 EE (AU .6).«° (1.14) 


Prenons maintenant l’intégrale de volume des deux membres de 
l’égalité (1.14). Transformons l’intégrale du premier membre en 
une intégrale de surface. Etant donné l’homogénéité des condi- 
tions aux limites, nous nous assurons qu’elle est nulle. Donc est 
nulle également l’intégrale du premier membre : 


\ (58 — rie — 82) 4Q = 0. (1.15) 
D 
Dans ce cas 
\ r234Q — \ (853 — 85)4Q < \ 85e dQ. (1.16) 
D D D 


Utilisant les notations figurant dans (1.10) nous nous convain- 
cons que cette inégalité est l’inégalité de Korn et c = 1. 
Remarquant que Wu) est une forme quadratique définie 
positive des déformations, elle le sera pour la quantité s,, aussi. 
Notons m, là valeur minimale de cette forme quadratique, alors 
Wu) > mMosis. 
Par conséquent 


\ Fu) 80 > mo 82 dQ = mS(u). (1.17) 
D 
Faisant appel à l'inégalité (1.13) nous obtenons 
\ W(u)dQ > > D(u). (1.18) 


D 
Puis à l’aide de l'inégalité de Friedrichs (11.43), ch. I, qu’on 


applique à chacune des composantes du vecteur déplacement 
(ceci est légitime, puisque sur la surface les déplacements s’annu- 
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lent), nous avons : 


\ ui dQ < LE \ us dQ. (1.19) 
DA 
D 


Sommant ces inégalités pour chaque composante nous obte- 
Dons 
H(u) =| uidQ < — D(u). (1.20) 
A 


D 


Sommant toutes les inégalités précédentes nous obtenons le résul- 
tat énoncé 


(Au, u) > y° Hu) =+|ulf (re). (1.21) 


Abordons le deuxième problème fondamental. L’inégalité de 
Korn ne sera pas déduite en raison de sa démonstration volumi- 
neuse [34]; remarquons seulement qu’elle doit être établie sous 


les conditions 
| 40 —0. (1.22) 
D 
Appliquons à chaque composante des déplacements l’inégalité 


de Poincaré (11.45), ch. I, tout en tenant compte de ce que Ia 
deuxième intégrale de droite s’annule en vertu des conditions (1.7): 


\ u:4Q < 4\ UX « dQ. (1.23) 
D D 
Faisant la somme de (1.23), nous obtenons l'inégalité 
[ul < AD(u). (1.24) 


Plaçons l’origine des coordonnées au centre de gravité du volume D. 
Introduisons les vecteurs b*” de composantes 


DE — 2, DE — Dr, DEMO (i£Lk; iZ£m). (1.25) 


Ces vecteurs correspondent à la rotation du corps en tant que 
solide. 

Appliquons l’inégalité (1.24) au déplacement u* — « + c,,b 47) 
où c:" Sont des constantes arbitraires. Exigeons en outre que le 
déplacement u* vérifie l'inégalité (1.22). Remarquons qu'avec 
le passage à u* les conditions (1.7) restent en vigueur. 
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D’après l’inégalité de Korn nous obtenons 
R(u*) < CS(u*) 
et par ass 
eu (Ê 


ee W(u*)dQ — _— \ W(u)dQ = (Au, u*). 


D D 


(1.26) 


Il reste à montrer que ||u*|? > ||u|*. Cette inégalité à lieu en 
vertu de la deuxième égalité (1.7). 
Ainsi nous obtenons le résultat énoncé 


(Au, u) > v'julf (r-] me |: (1.27) 


A(1+C) 


On montre dans [27] que l’opérateur de la théorie de l’élasticité 
est défini positif dans le cas du problème mixte aussi. 

La théorie générale nous conduit à l’affirmation suivante : 
dans l’espace énergétique existe toujours une solution (en géné- 
ral, distributionnelle) des problèmes variationnels correspondant 
aux problèmes fondamentaux et mixtes de l’élasticité. Cette solu- 
tion peut être obtenue par la méthode de Ritz. 

Elucidons pour quelles conditions la solution distributionnelle 
est solution au sens classique (i.e. admet le nombre nécessaire de 
dérivées, vérifie l’équation différentielle et les conditions aux limi- 
tes). Il s’avère [19, 93] que si le second membre est une fonc- 
tion continue par morceaux, les équations de Lamé sont vérifiées. 
Quant aux conditions aux limites, elles sont satisfaites si la sur- 
face frontière est suffisamment régulière et si les seconds menm- 
bres des équations d’équilibre sont continüment différentiables 
autant de fois qu’il le faut. Dans le cas général les conditions 
aux limites homogènes sont vérifiées au sens suivant : il existe une 
suite de fonctions uw, (dans l’espace énergétique) telle que soit véri- 
fiée l’égalité 


GE TS Ôxx 


|. ÿ Le = ” aQ = 0, (1.28) 


où uw, est une fonction minimisant la fonctionnelle (i.e. la solution 
distributionnelle). 

Considérons maintenant la méthode des projections ortho- 
gonales (cf. $12, ch. I). Définissons dans l’espace hilbertien X 
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des tenseurs T le produit scalaire 
(T', T”) = 


= | (cie: OH Oyéy + GEs + Tintry + Tastas + Tutw) 4Q. (1.29) 
D 
Le carré de la norme est dans ce cas donné par l’intégrale 


IT | — \ (ce. + Oy€y + G:€: + Try lv + rire + ru) 4Q (1.30) 
D 


et est égal au double de l’énergie potentielle. 

Nous allons étudier l’application de la méthode sur l’exemple 
d’un problème mixte. Considérons l’ensemble des tenseurs vérifiant 
les équations d'équilibre homogènes et la première condition (1.2). 
Notons cet ensemble XK, *). Formons maintenant l’ensemble X, 
des tenseurs vérifiant les équations de compatibilité des défor- 
mations en contraintes (équations de Beltrami-Mitchell) ($ 4, ch. II), 
les déplacements correspondants devant par ailleurs vérifier 
la première condition (1.2). 

Donc on à construit dans l’espace Æ deux sous-espaces. 
Montrons que l’espace Æ est la somme directe des espaces K, 
et K, : 

K = K, @ h.. (1.31) 


Il importe maintenant d'établir que deux tenseurs quelcon- 
ques T, e X, et T,e K, sont orthogonaux entre eux et que tout 
tenseur T peut être représenté sous la forme T, + T.. 

Exprimons dans la relation (1.29) (écrite par rapport aux ten- 
seurs T, et T.) les déformations es, par les déplacements et inté- 
grons celle-ci par parties. Nous obtenons 


(T, T;) —— 
2 2 2 32 PE =? 
: : 00° or, F (1 3h | dr? ”. (7) 5. 7) 5. 
= \fu(st re 2e) af 9 LE | + 
ox cy dz 0x uy AE 
D 


+: +° 
+ u TE. . 25 ee a) + \urinas. (1.32) 


0x 


Le tenseur T, vérifiant des conditions d’équilibre homogènes, 
l'intégrale de volume figurant dans (1.32) s’annule. S’annule 
également l’intésrale de surface en raison des conditions aux 
limites. Ainsi l’orthogonalité des sous-espaces X, et K, est établie. 


*) Dans le cas du deuxième problème fondamental (S = S.) l’ensemble }H; 
n'est soumis à aucune condition aux limites. 
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Démontrons maintenant que tout tenseur T peut être repré- 
senté sous forme de la somme T, + 7, (les composantes du ten- 
seur 7 étant supposées des fonctions continues et continüment 
différentiables dans D). Soit T, le tenseur des contraintes véri- 
fiant les conditions homogènes (1.2) et les équations d’équilibre. 
Dans ce cas T, = T — T.. L 

Soit T, la solution du problème de l’élasticité. Notons T' le 
tenseur vérifiant les équations d'équilibre et la deuxième condi- 
tion (1.2). Il est évident que le tenseur T, est la projection du 
tenseur T sur le sous-espace K,. Comme (T — — T,)e K:, alors 
(To T — T,) = 0. Dans ce cas 


IT = DIE +IT — DIE > TE. (1.33) 


L’inégalité (1.33) peut être interprétée de la façon suivante (prin- 
cipe de Castigliano) : de tous les tenseurs des contraintes vérifiant 
ies équations d'équilibre et la condition aux limites en contraintes, 
les contraintes effectives communiquent au corps la plus petite 
énergie potentielle. 

Examinons un procédé de construction des fonctions de coor- 
données qui à permis de résoudre effectivement le problème con- 
cernant la détermination des contraintes thermiques dans le pro- 
blème doublement périodique d’un plan à ouvertures circulaires 
[145]. L'état de contrainte est créé grâce à un dégagement de 
chaleur uniforme d'intensité qg. Dans ce cas pour la fonction des 
contraintes « le problème se ramène à la détermination du mini- 
mum de la fonctionnelle 


\ [(Au)? — 2qu1dS 


lorsque # = = — 0 sur les contours des cercles. 
n 


En raison de la double périodicité l’intégration peut être effec- 
tuée suivant le domaine élémentaire A BOC (fig. 89) si l’on exige 
en outre que soient vérifiées les conditions _ = _ — 0 sur les 

n n 
segments AB, BO et CO. 

Comme point de départ on prend la fonction 


LU] 
1 


Po =| (cos 52 ose y) + b (cos = — cos Fy ) N 
r r d ; 


— {eos F2 + cos y) + al 
r r 
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dont les coefficients sont choisis de la condition que cette fonc- 
tion s’annule en 3 points de l’arc 4C. Dans ce cas les fonctions 
du type 


_— _ n 
(cos — x COS — y) 
: r Tr 


Po ; 
(sn =2 my): =, 2, 2. 
r r 


vérifient automatiquement les 
conditions de périodicité et les 
conditions sur le cercle. Six 
fonctions de coordonnées ont 
suffi pour construire la solution. 
Appliquons maintenant les 
inégalités variationnelles à l’é- 
tude des problèmes avec res- 
trictions. Comme on a noté 
au $1 du chapitre III, ces 
problèmes se posent là où il 
s’agit d’un contact d’un corps 
rigide et de corps élastiques 
ou d’un contact de corps 
élastiques. Remarquons qu’il 
s’agit en fait d’une surface rigide, 
l'étendue du corps rigide lui-même n’ayant aucune importance. 
Les contraintes tangentielles seront supposées absentes sur toute 
la surface du corps élastique. L’équation de la surface rigide sera 

donnée sous la forme 
ÿ(g) = 0, (1.34) 


c’est là une expression commode de la condition de non-pénétra- 
tion du corps élastique à travers la surface. Linéarisant cette 
condition, nous retrouvons l’inégalité (1.14) du chapitre III : 


U(g) + grad vu(q) > 0. 


Nous admettrons qu’en dehors de la surface de contact les con- 
traintes normales sont également nulles et qu'à l’intérieur de 
celle-ci elles sont non positives. Reprenant alors les raisonnements 
utilisés pour la considération du problème analogue posé pour une 
fonction harmonique, nous arrivons à l’inégalité variationnelle [70] 


Fig. 89. Plan à orifices circulaires. 


| avua*(o —u)4aQ > \Pte — u) dQ, (1.35) 
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qui à lieu pour tout déplacement v vérifiant la condition 
(g) + grad o(g) v(g) > 0 (ges). 


La fonction uw vérifiant l'inégalité (1.35) est justement la solution 
du problème avec restrictions. 

Utilisant l’inégalité de Korn (1.12) on peut montrer que le 
problème avec restrictions (sous les conditions indiquées) se 
ramène au problème de minimisation de la fonctionnelle (1.3) si 
la fonction uw obéit à la condition indiquée plus haut. 

Toutes les méthodes décrites au $ 12 du chapitre I sont appli- 
cables à la resolution de ce problème. Ainsi, par exemple, avec 
la fonctionnelle de Lagrange (l’algorithme de Arrow-Hurwitz) [71] 


gta, p) = F{u) — \ [4(g)+grad vu(g)lp(a) ds (1.36) 
Si 


l'étape principale de l’algorithme est réalisée à l’aide de la procé- 
dure récurrente suivante *) 


pti = Pi{p — pal ®(g) + grad (g)u“(g)]}, (1.37) 
où l'opérateur P, agit de la sorte : 


P sf . È J> 0, 
J, J<0. 
Envisageons la réalisation pratique de la méthode de Ritz 
dans les problèmes de l’élasticité. Il est à mentionner que la 
construction des fonctions de coordonnées est suffisamment com- 
pliquée. Dans certains cas (une boule, un parallélépipède, etc.) 
cependant ce problème se résout de façon relativement simple [29]. 
Signalons une approche assez générale qui s’appuie sur la 
théorie des fonctions À [126]. 

Comme on à noté au 812 du chapitre I, la résolution des 
problèmes aux limites par la méthode de Ritz peut conduire à 
un algorithme instable. Illustrons cette affirmation sur l'exemple 
d’un problème concernant la flexion d’une plaque en forme de 
secteur circulaire pour des conditions aux limites mixtes [94]. 

Soient a et b les rayons extérieur et intérieur, 29, l’angle 
d'ouverture du secteur. On demande de déterminer le déplace- 
ment w(x, y) vérifiant l’équation (4.25) du chapitre III pour les 
conditions aux limites 


(1.38) 


. du x, | 
w(r, y), = 0; ns 
Li 


*) On peut montrer que la quantité r(g) est proportionnelle à la pression 
normale .distribuée sur la surface de contact. 
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sur la partie L, du contour et 


Ml, = 0. CE || Let 


sur la partie L.. 

Conformément au schéma général, on montre qu’en position 
variationnelle (pour q = const) le problème se ramène à la recher- 
che du minimum de la fonctionnelle 


\ = | + : ] + 2(1— v) | =) 


2m \2 27 OÙ ‘ 
1 (+) +2 À æ | dzdy, (1.39) 


+ 


où % — Duwj/qa, et D est la rigidité de la plaque. 
Nous allons opérer en coordonnées polaires r, ® (b < r < a, 
lol < 1729) et avec les variables adimensionnelles 


p = ——- (o<e<e ="), 3 = ER (|31<1p)- 
u 0 Po 
(1.40) 


Nous supposerons que la plaque est encastrée (2% — 0w/0n = 0) 
suivant l’arc intérieur (bp = 0) et appuyée sur les parties restan- 
tes du contour. Les conditions d’encastrement étant principales, 
les fonctions de coordonnées doivent les vérifier. Nous introdui- 
rons deux systèmes de fonctions de coordonnées : les premières 
seront choisies sous la forme des produits 


Wij — p+2%2 (t, 3 = 0, 1, 2,...), (1.41) 


les secondes seront obtenues des premières par orthogonalisation 
des fonctions P' sur le segment (0, »,) et des fonctions $? sur 
le segment (—1/2, 1/2). Les fonctions ainsi obtenues seront 
notées p, et ?,. Les produits de ces fonctions formeront précisé- 
ment le second système 


Di = Pi? (tj = 0, 1, 2,...). (1.42) 


On peut montrer que les fonctions du premier système ne sont 
pas fortement minimales dans l’espace énergétique correspon- 
dant, alors que les fonctions du second système le sont. 

Les calculs ont été effectués pour p, = 1,82 et po = 48°. On 
a utilisé 12 fonctions de coordonnées (? — 0, 1,2, 3 et j = 0, 1,2) 
pour chaque système. Le système d'équations se résolvait par 
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une méthode exacte, l’erreur apparaissait lors de la construc- 
tion de la matrice. Notons à, et à, l’erreur sur les coefficients de 
la matrice de Ritz et le déplacement w avec l’emploi du premier 
système de coordonnées, et à,, à, les mêmes quantités pour 
le second système. 

Dans le tableau 16 sont résumées ces valeurs rapportées à 
l'erreur à, = 10-° (artificielle) sur les coefficients de la matrice 
de Ritz. 


Tableau 16 
&, 7 | 0,0 | 1,0 | 0,1 | 1,1 | 0,2 
Sa/30 875 3 930 54 400 12 680 13 000 
5a/80 0,195 0,692 0,550 0,314 2,82 
$, j | 2,1 | 12 | 2,2 | 4,0 | 3,2 
Sal 80 34 700 16 900 20 200 23 600 22 900 
Sal 5e 0,67 0,47 0,595 39,7 0,957 


Comme nous voyons, un système non minimal donne lieu à 
des erreurs énormément élevées sur les coefficients et par consé- 
quent sur la solution. Notons que sur l’arc extérieur le rapport 
dd Varie entre 36 et 82. Le rapport Ô,/ô, par ailleurs varie 
entre 0,1 à 0,23. 


$ 2. Construetion de suites minimisantes. 
Méthode des éléments finis 


Supposons comme auparavant qu’un corps élastique isotrope 
occupe un domaine D délimité par une surface S — S, U S,; on 
donne sur $, le vecteur nul des déplacements F, — 0 et sur S,, 
le vecteur des contraintes F,. Dans le domaine D agit le vecteur 
des forces massiques P. Il faut déterminer l’état de contrainte 
et de déformation à l’intérieur du domaine. 

Rappelons l'expression du potentiel élastique (3.23), ch. II, 


1 1 
W = à (226; BE EyCy + EG: + Yr:Trz + Yetu+ Yay Tav)= 2 "©, (2.1) 


où T désigne la transposition. 
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En position variationnelle notre problème se ramène à la 
minimisation de la fonctionnelle quadratique 
F(u) = (Au, u) — 2(P,u) — 2{ur.as = 


_ 


Ja 


= \urauaa — 2 pruao — AÂ\wr, dS. (2.2) 
D D Sa 


Nous avons montré auparavant (cf. $ 1) que cette fonctionnelle 
coïncide avec l'expression de l'énergie potentielle globale 


D = \ mao - \Pruaa —\urr.as. 
Sa 


Utilisons pour la minimisation de la fonctionnelle U 1a méthode 
des éléments finis exposée au $13 du chapitre I. Récrivons la 
fonctionnelle sous la forme : 


U — sac — \wpao — \urr.as. (2.3) 
D D Si 


La première intégrale est une forme quadratique par rapport aux 
composantes des déformations £, puisqu’en vertu de la loi de 
Hooke (3.30), ch. II, « — Ce, où la matrice C a l’aspect suivant : 


[A +22 À À 0 O0 0 
À À + 2u À 0 0 0 
C = À À rx +2u 0 0 0 (2.4) 
0 0 0 u 0 0 
0 0 0 0 um 0 
0 0 0 0 Ou 


Tout comme dans le cas unidimensionnel (cf. $ 13, ch. I), l’équa- 
tion vectorielle est du deuxième ordre: la première intégrale 
dans (2.3) est liée aux dérivées du vecteur déplacement et les deux 
dernières, au chargement du corps par des forces massiques et 
surfaciques. Dans le cas unidimensionnel la dernière intégrale ne 
figurait pas, car on avait sur S,des conditions aux limites nulles. 
Ici elle apparaît par suite de l’application de la formule de Gauss- 
Ostrogradski aux intégrales de volume. 

Il est évident qu’en partitionnant le corps en éléments finis de 
dimension appropriée et donnant sur ces éléments finis des fonc- 
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tions vectorielles polynomiales par morceaux pour approcher le 
vecteur « on peut procéder comme dans le cas déjà considéré de 
l'équation différentielle (13.1), ch. I, et obtenir pour U une appro- 
ximation de la forme 


Ut) = - Q"Kq — FTQ, (2.5) 


où K est la matrice de rigidité du système, gq le vecteur des incon- 
nues aux points nodaux (des déplacements), F le vecteur des 
forces massiques et surfaciques reportées aux nœuds. Pour cons- 
truire la matrice globale et les vecteurs globaux il suffit de cal- 
culer les matrices et les vecteurs pour un seul élément fini et, en 
les plaçant aux endroits correspondants du massif global, de les 
sommer. La sommation est réalisée de façon formelle de même 
que sont établies par exemple les équations d'équilibre des systè- 
mes de barres en mécanique de construction. 

Il faut maintenant calculer les matrices et les vecteurs se 
rapportant à un élément. Supposons donnée sur l'élément une 
approximation polynomiale de la forme 


u = Var, (2.6) 


e désigne l’appartenance à un élément ; q est le vecteur des dépla- 
cements inconnus aux points nodaux, y compris leurs dérivées. 
Le vecteur des déformations est égal à 


e — Au = AV‘q = Bq (B° = AV°), (2.7) 


où À est l’opérateur 


0 0 
0x 
0 2 0 
0y 
0 0 + 
A = 7 |. (2.8) 
Go) 0 
— —— 0 
0y 0x 
g 2 9 
oz dy 
0 LUE 
z ox 


Représentons maintenant le vecteur des contraintes sous la forme 
o° = Ce° = CB‘q‘. 
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Nous écrirons l'intégrale \uP 4dQ utilisée pour l'approxima- 


tion de la fonctionnelle U sur un élément de la façon suivante : 


\uP aQ = q7 \ VP 4Q = q“ p:. (2.9) 
D Dp° 


On note ici p° le vecteur des forces massiques reportées aux 
nœuds (ce même procédé à été utilisé dans le problème unidimen- 
sionnel). Si un élément possède une face commune avec la fron- 
tière S, sur laquelle est donné le vecteur des forces surfaciques F., 
on aura alors à calculer l’intégrale 


\ VF, 48 = q” \ VF, d4S = qq“ r, (2.10) 


158 


n 
L 


où r‘° est le vecteur des forces surfaciques reportées aux nœuds. 
Une matrice de rigidité élémentaire K° apparait par suite de 


l’approximation sur un élément de l’intégrale jee dQ : 


D 


j\esa = neo CB‘q'dQ = 


D‘ D° 
— FL dl LA CB'4Q q° — — a" H'q'. (2.11) 
Df 


Ainsi, l’approximation de la fonctionnelle quadratique sur un 
élément fini est la suivante : 


1 
U=-q" Kg —q"p— gr, (2.12) 
et sommant sur tous les éléments nous obtenons 
1 
= Hg —gp-qgr=-QHq-QF (F=p+r): 


(2.13) 


Minimisant U* on obtient le système d’équations (par la méthode 
des éléments finis) 


Kq = F. (2.14) 
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On peut tenir compte des conditions aux limites sur la partie $, 
de la surface en négligeant les composantes données du vecteur q, 
les lignes et colonnes correspondantes de la matrice K et les 
composantes correspondantes du vecteur F. 

Elucidons le sens mécanique des coefficients de la matrice de 
rigidité. Pour plus de commodité considérons un système possé- 
dant un seul degré de liberté en chaque nœud (à chaque compo- 
sante du vecteur q correspond un degré de liberté). Supposons le 
système sollicité des charges nodales telles qu’elles engendrent un 
déplacement unitaire du seul j-ième nœud, alors que tous les autres 
restent immobiles, i.e. 


G=1l,;, q=0 (k£)j) 
Par suite le système (2.14) prend la forme 
Ki =; (2.15) 


car seuls les coefficients K,; (2 = 1,2, . .., N) sont multipliés par 
la composante non nulle du vecteur gq. Les coefficients K,, ne 
sont donc autre chose que les réactions au 1-ième nœud lors d’un 
déplacement unitaire du j-ième nœud, quand tous les autres 
nœuds sont immobiles. La matrice K est n-diagonale et si l’élé- 
ment K,, 4 0, ceci signifie que les nœuds ? et j sont liés par un 
élément quelconque. Les déplacements du nœud j n’engendrent 
donc de réaction au nœud 2 que lorsque les deux nœuds appartien- 
nent à un même élément. L'interprétation est naturellement la 
même aussi avec plusieurs degrés de liberté aux nœuds. 

Ecrivons séparément les étapes du calcul de la matrice de 
rigidité d’un élément. Introduisons avant tout l’approximation 
du vecteur déplacement : 


u° = VV‘. 
Puis calculons la matrice 
B° = AV: 


et déterminons la matrice de rigidité d’un élément 
K° — \5* CB‘ 40. 
D® 
La charge nodale équivalente induite par les forces massiques est 
p° = \ v<P dQ, 
pe 
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et la charge induite par les forces surfaciques 


= \ VE, ds. 


sg 


Montrons le déroulement du calcul 
de la matrice de rigidité sur 
l'exemple d’un élément triangulaire 
plan avec une interpolation linéaire. 
Considérons l'élément triangulaire 
avec les nœuds 1, 3, "Mm numérotés 
dans le sens antihorair (fig. 90). 
Pour les déplacements, neous avons 


w— a LE Xot + ay; (2.16) 
0 = da + al + ay. 0 
Exprimons maintenant les coeffi- 


X; X 


cients indéterminés y Ge a Par Fig. 90. Elément triangulaire plan 
9 VAT ENTE 

les valeurs des déplacements aux nœuds (ici q = {u:, 0, Uj, Vs 

Um) Vm}). À cette fin résolvons le système d’équations 


= A + Loi + Qt 
Us = A + Mots + AY; 


Un = A1 F Lom + LsYm 217) 
11 


V — a + AsTs + Yi 
V3 —= La + AsTs + AY, 
Tn —= La + Aslm tr LYme 


Pour le déplacement « dans l’élément considéré nous obtenons 
alors 


= 2 Lau + die + ed) Ms + (as + bi + cy) us + 


+ (an + bn + Cny)ux], (2.18) 
où 


di = TjYm — TnY3) 
bi = Y; — Ym = Yim (2.19) 


Ci = Tin — Ti = Ti; 
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les autres coefficients sont obtenus par permutation cyclique des 
indices, et 
1 z, y: 
1 ZT; y; 
1 Tr Yn 
( A est la surface de l’élément). 

De façon analogue v est représenté à l’aide de v,, v;, D. 


Ainsi la matrice uw‘ est trouvée, c’est évidemment une matrice 
2 x 6. L'opérateur matriciel À dans ce cas est égal à 


2A — (2.20) 


6) 
me 0 
A=|0 |, (2.21) 
oy 
4 9 
et 
à b, O b, 0 b,, 0 
mie ©, O0 c; 0 | (2-22) 
C di Cs 0, Cn Un 
Dans le cas d’un état de contrainte plan la matrice de l’élasticité 
C, est 
À + 2u À 0 
a =| À À + 2u o| (2.4) 
0 0 pu 


Comme suivant l’épaisseur de la plaque (à) les contraintes et les 
déplacements ne varient pas, la matrice de rigidité se calcule 
par intégration sur la surface de l’élément : 


K — >| B” curés dy. (2.23) 
S 
La matrice de rigidité peut être écrite sous la forme 
Ky K iJ K in 
K — (x K;, K;n } (2.23°) 
Kim Kjm Knm 


où chaque élément ÆX,, définit un bloc 2 x 2: 
K, = B CiB:A, (2.24) 
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ici B% (r = p, q): 


est un bloc de la matrice B:. 
Le calcul des charges équiva- 
lentes induites par les forces 
massiques ne présente pas de 
difficultés non plus. Pour les 
forces de la pesanteur, en parti- 
culier, on obtient qu’elles sont 
équiréparties entre les trois 
nœuds. 

Pour un élément tétraédrique 
spatial (fig. 91) les calculs sont 
analogues. Les composantes 4, x 
v, w du vecteur déplacement sont Fig. 91. Elément tétraédrique. 
dans ce cas 


U —= Frs ÿY (a, + b,x + Ca + d,£) Uo) 
1 q=i,7m,p 
1 
= YO (a +b,x + cy + dz)r,, (2.26) 
6 qijom, p 


1 
vw — 6A ÿ, (& + b,x + CY + dé) LIT 
1 g= 


1,3, 
où 
1 % Yi: 2; 
1 T; y; Z; T;j Y) 4) 
64, — y UM=|rn Yn £uls (2.27). 
L Ts Vs 2 
Tr Yp Ep 
1 2, Y, 2 
1 y; =; Ty 1 3; 
b, = —]|1 y, Zmlo = —|%, 1 2,l: 
1 7, 2 Ty 1 
Ty Y3 1 
d = —|Tm Ym dll) 


$ 
& 
v 

bi 
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À, est le volume du tétraèdre. Les autres coefficients s’obtiennent 
par permutation cyclique des indices. Pour un bloc typique 
3 x 3 de la matrice de rigidité Æ,, (r = p, q) nous avons 


b, O 0 
0 c, 0 
KE, = B°'CB:A,; B: = — De (2.28) 
217 7 64, |c, b, 0 
0 d, c, 
d, 0 b, 


Dans le cas plan d’un rectangle à quatre nœuds l’approximation 
est de la forme 


U 1 y xy @ 
| ]-| JE | (2.29) 
L 1 T y zy/ le 


et dans le cas spatial d’un parallélépipède à huit nœuds, de la 
forme 


Uu 1 T'Y 2 Ty TZ Yi Ty: &] 
Fe) 1 æ y... | . 
20 1 & y .../ {os 


(2.30) 


Donnons un exemple de calculs effectués par la méthode des 
éléments finis. On montre sur la figure 92 la partition en élé- 
ments pour le problème de la distribution des contraintes autour 
d’une ouverture circulaire, l’état de contrainte étant homogène 
à des distances élevées de l’ouverture. La solution numérique 
obtenue par cette méthode était comparée à la solution analyti- 
que. Les résultats sont représentés sur la figure 93 (la solution 
exacte est représentée en continu, la solution obtenue par la 
méthode des éléments finis, par des petits cercles). D’une manière 
analogue à ce qui à été fait pour le problème unidimensionnel, 
on peut employer une approximation par des polynômes d’Her- 
mite assurant la continuité du nombre voulu de dérivées dans la 
solution, ce qui permet d'aborder les problèmes relatifs à des 
plaques et des enveloppes *). Il existe également des procédés 


*) Le fait est que les fonctionnelles apparaissant dans les problèmes relatifs à 
des plaques et des enveloppes comportent des dérivées d’ordre supérieur à un, de 
sorte qu'une interpolation linéaire conduit à une erreur. 
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permettant de construire aisément les éléments par une approxi- 
mation par un polynôme de n’importe quel degré (on utilise pour 
cela des polynômes de Legendre et certains autres). Sont connues 

ement des méthodes d’approximation qui jouent pour les 
éléments à frontière curviligne. 


Z\/\ 
75 7@ 


Fig. 92. Discrétisation dans le cas Fig. 93. Comparaison de 
d’un domaine à ouverture circulaire. la solution exacte et de 
la solution obtenue par la 
méthode des éléments finis. 


Tous les raisonnements précédents coucernaient les problèmes 
statiques, mais la méthode des éléments finis se généralise natu- 
rellement aux problèmes dynamiques. Cherchons à obtenir pour 
ceux-ci l'équation en éléments finis. Si l’on utilise le principe de 
D’Alembert il faut considérer l’équilibre du corps sous l’action 
de toutes les forces extérieures, y compris les forces d'inertie. 
Ceci signifie que dans la fonctionnelle (2.2) apparaîtra un terme 


complémentaire | puTùü d( (rigoureusement parlant, la fonction- 
D 0 

nelle ne représente plus l'énergie potentielle complète puisqu'elle 

comporte le terme exprimant l'énergie cinétique). Il suffit de cal- 


culer cette intégrale complémentaire sur un élément seulement. 
Nous avons 


ur, y, 2,1) = V'(a, y, 2) a‘(t), 
\ ur dQ = q” \ VVeaQÿ = "Mg. (2.31) 
D° p° 
M°=— \ VV: 4 Q est matrice de masse de l'élément (analogue à 


la matrice de masse (13.28) du chapitre I dans le cas unidimen- 
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sionnel). La matrice globale de masse se calcule par la même 
procédure que la matrice de rigidité. La recherche du point sta- 
tionnaire de la fonctionnelle F*, compte tenu des forces d'inertie, 
conduit maintenant à un système d’équations différentielles ordi- 
naires 


Mÿ + kKq=F (2.32) 
auxquelles il est nécessaire d’adjoindre les conditions initiales 
(0) = p, d(0) = r. (2.33) 


La résolution du système d'équations (2.32) n’est pas triviale 
pour la fonction vectorielle F(t) de forme générale et se complique 
beaucoup dans le cas de systèmes d'ordre élevé. Le procédé usuel 
de sa résolution est la construction de schémas aux différences 
finies par rapport au temps. Divisant l'intervalle considéré du 
temps en petits intervalles At et notant q' le vecteur q au :-ième 
nœud du réseau, on peut obtenir une approximation de la dérivée 
seconde, dont la plus simple est la suivante : 


e. 1 
Co LAN nr à (2.34) 


La substitution de cette expression dans le système initial d’équa- 
tions différentielles donnera un système d’équations algébriques 
pour déterminer q‘*! au moyen des valeurs déjà calculées de 
q‘”! et q. 

Dans les cas assez fréquents où le second membre est une fonc- 
tion de la forme F(t) — Ff(t) (Fest un vecteur et f(t) une fonction 
régulière périodique), il est préférable de construire la solution 
par développement suivant les fonctions propres. Voyons-en les 
détails. Admettons pour plus de simplicité f(t) — cos Àt et g(0) = 0. 
La solution générale du système 


Mg + Kq = F cos 1 (2.35) 
représente la somme de la solution particulière du système avec 


second membre et de la solution générale du système homogène, 
cette dernière étant représentable sous la forme 


q(t) = ÿ, Aq° cos of, (2.36) 
J 
où À, sont les coefficients indéterminés, q‘ et w, les vecteurs 
propres et les valeurs propres de l’équation 
Kq — w°Mq = 0, (2.37) 
ordonnés dans l’ordre de croissance des w,. 
Les vecteurs propres sont bi-orthogonaux [78] 


ga" Ma” =0 (i #j) (2.38) 
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et peuvent être normalisés. Ceci nous donne 
ga" Mqi'= 5, (2.39) 
De la dernière égalité et de (2.35) nous obtenons aisément 
q) Kq° = w°5,.. (2.40) 
Utilisant les relations (2.39), (2.40), montrons que la fonction 


L'ILE 1 F 


q“(t) = cos M > qg'"- (2.11) 


y — 7° 
est la solution particulière de (2.35) dans le cas où À # ©; pour 
tous les j. En effet, portant q*(t) dans (2.35) et multipliant par 
q"“”, nous obtenons 


d a Tp 


— qui cos À D Maq + 


wÿ — A 


(1) : 
+qw À2 cos Àt > ne MC per aur =q"F cos À. (2.42) 
— 35 


Utilisant (2.39) et (2.40) et simplifiant par cos Àf, nous obtenons 
l'identité 


2 LOUE LE LUE 


1. — qû"F. (2.43) 
wÿ — À of — À 


Ainsi la solution générale de (2.35) est 


q(t) = D A,q” cos wst + DE ce L'u cos M — 
— }° 


En D q° (4 cos w;t Lo 4 cos 2 008 M )- (2.44) 


5 — 22 


en dr ensuite le vecteur p = q(0) suivant les vecteurs 
propres q" 


p=X q”[q”" Mp]. (2.45) 
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Il est facile de s’assurer de la validité de cette équation en la 


multipliant à gauche par g“”M. Comparant alors les q(0) donnés 
par (2.44) et (2.45), nous obtenons 
T 
4, = q%"Mp — LE. (2.46) 


5 — À° 


Le nombre de termes à retenir dans la somme (2.44) dépend de 
la précision exigée et du caractère du problème considéré (condi- 
tions aux limites, forme du second membre, etc.). Dans la plupart 
des cas deux ou même un seul vecteur propre suffit. Ainsi, par 
exemple, lorsque g(0) = 0, on à 


anTrF | 


2 en 
O$ — /" 


À, _ — (2.47} 


Si par ailleurs «;, croit rapidement avec l’accroissement de 7, 
alors À; tend vers zéro (tandis que le numérateur reste borné en 
vertu de (2.39)). 

Ainsi dans cette approche le moment crucial est la résolution 
du problème généralisé des valeurs propres 


Kq = w°Mq. (2.37) 


La principale difficulté est liée au fait que l’on doit traiter non 
pas une seule matrice, mais plusieurs. Toutefois il est possible 
de ramener ce problème à un problème avec une matrice : 


M-1Kgq = w°q, (2.37) 


mais alors on se prive du principal avantage des matrices de la 
méthode des éléments finis : leur forme n-diagonale, et d'autre 
part l’inversion de la matrice M n’est pas une opération simple 
quand elle est d’ordre élevé. Les méthodes de résolution du pro- 
blème généralisé des fonctions propres, compte tenu de la spécifi- 
cité de la méthode des éléments finis (la forme diagonale des 
matrices et la possibilité de ne rechercher qu’une partie du spec- 
tre) sont assez récentes. Ce sont les méthodes dites à itérations 
simultanées étudiées dans [17]. 

La méthode des éléments finis peut donc être étendue aux 
problèmes dynamiques de l’élasticité où l’on rencontre principa- 
lement des difficultés de nature numérique. Cette situation est 
typique pour la méthode des éléments finis : quoique le procédé 
de résolution est clair, très souvent (par exemple dans le cas des 
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problèmes spatiaux) l’ordre des systèmes d'équations qui apparais- 
sent dicte ses restrictions et nombre de problèmes ne se laissent 
pas résoudre par cette méthode. 


$ 3. Diffraction d’une onde élastique 
sur un disque cireulaire 


Nous allons appliquer la méthode des différences finies à la 
résolution d’un problème d'’élasticité à symétrie axiale [140]. 
L’équation de base sera l’équation (4.4), ch. III, où la compo- 
sante %, est nulle et les autres composantes ne dépendent pas de 
la coordonnée o : 


d'u ou o°w 1 Ou u °u 
1 — — EL —__— — — — 
ar + ôr° +{ H) drdz r ôr  r° 0€ ? 
(3.1) 
d°w du HU dw 1 Ou d°w 
LACET Re 1 — TT} = 
gz? F or Er A b) de r ei ot 


Les composantes du tenseur des con- 
traintes s'expriment par les déplace- 
ments et leurs dérivées de la manière 
suivante : 


ce + (1 — 2n) [5e ++). 


(3.2) 
Trz — (5e + SL | 


9z or 


Choisissons ensuite les unités de 
mesure de façon que la vitesse de 
propagation des ondes longitudinales 
et la densité du milieu soient égales 
à l’unité. 

Soit dans l’espace élastique une 
cavité cylindrique — H/2<z< H/2, Fig. 94. Section méridionale. 
Tr < 1, où est inserrée une pièce solide Espace à cavité cylindrique dans 
de densité p (fig. 94). Suivant l'axe laquelle est insérée une pièce 
2, dans le sens contraire des valeurs sun 
positives, se propage une onde incidente longitudinale en forme de 
gradin flou *), qui imprime un mouvement au cylindre (l'inclusion). 


*) La présence d’un gradin donne lieu à des oscillations au voisinage du front. 
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Notons w, le déplacement du cylindre le long de l’axe z. L’équa- 
tion du mouvement du cylindre est de la forme 


po = \ 6e, dr + +,.d2). (3.3) 


r 


Les valeurs des composantes des contraintes sont celles sur la sur- 
face frontière; l est le contour du cylindre dans le plan méri- 
dional. Toutes les constructions seront d’ailleurs effectuées dans 
la section méridionale. Soient Q, et Q, les déplacements du cylin- 
dre suivant la normale et la tangente au contour. Il est évident 
que sur la surface latérale Q, = 0, Q, = w,et sur les faces Q, = ,, 
Q, = 0. Soient ensuite q, et qg, les déplacements dans le milieu 
élastique sur la frontière avec le cylindre suivant la normale et la 
tangente à F. 

Décrivons maintenant les conditions initiales. En avant du 
front d’onde le milieu est au repos et n’est soumis à aucun effort. 
en arrière du front d’onde il se trouve en état de déformation 
uniaxiale et o. = 1. On a 


wo(0) = un = 0, u(0,r,z) = 2 = 0, 


(3.4) 
dw(0, r. =) . 0w(0, r. =) 


9: ot 


=$|;@ +T — 2 | 
où 


JE) =0 (621), fE)=1 (E< —1), 
JE) = (A +EsignE)—E (—1<E<1). 


Donnons-nous sur le contour l des conditions de la forme 


Be (ire <k) 
(3.5) 


— Lei _1gs. — 4Q —— k 
Tre — ksign | at dt | (| Tr: | ), 
où k est un paramètre. Ainsi, quand la contrainte tangentielle 
atteint une certaine valeur, il y a glissement. 

Passons à l'exposé du schéma de calcul. Un moment délicat 
est le passage à un domaine fini. Il sera choisi de dimensions 
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suffisamment grandes (le contour [', à la figure 94: 2 = — :, 
r — R) pour pouvoir éliminer (dans une certaine mesure) l’influence 
de l’onde réfléchie sur ce contour par le choix des conditions aux 
limites. Les raisonnements conduits dans [18] à propos des oscilla- 
tions d’une corde de dimension finie nous servent de point de 
départ. On montre dans [18] que pour certaines conditions aux 
limites, les ondes réfléchies disparaissent. La solution qu’on obtient 
coïncide avec celle trouvée pour une corde infinie. 

Dans notre cas, nous partirons tout d’abord du fait que la 
frontière l', est tellement éloignée du cylindre que la perturba- 
tion peut être considérée comme un mouvement unidimensionnel. 
Avec les notations précédentes (sur le contour [) nous arrivons 
aux équations 


du On? d®  ‘ ôn: 


Ici d/0n est la dérivée suivant la normale à Tl,. Précisons les 
conditions aux limites sur les parties de la frontière [2] = :, : 


H 
a=w—ffi-:+) QG: — 1, 


où 0° 0°Qe d*Qe 
HELD, HE, (3.6) 


et sur la partie de la frontière r = R: 
H 
di = 4; œ=w-flt-:+) 


La solution générale des équations (3.6) contient aussi bien une 
onde s’en allant dans l'infini qu’une onde venant de l'infini. Les 
dernières ne devant pas figurer, nous introduisons la restriction 

on LR 0 7) 2e. . 
où Ton ° ot + lu on . SE 

Dans le but d’englober également le cas où le cylindre possède 
une densité arbitrairement petite, modifions l’équation (3.3) *), 
tenant en outre compte de l’énergie contenue dans la couche 
attenant à l' (et délimitée par le contour l,: [z| = 12 (H+h). 
r=1+hA/2: 


2 dt? ot 
D, 
dw ow h x 
= \E dr+u— de) +(+u) (: La : (ts — 4), (3.8) 


*) La modification est nécessaire afin de pouvoir effectuer les calculs pour 5<1 
puisque pour p = 0 l’équation (3.3) dégénère. 
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où D, est le domaine compris entre let Tl,; «, et #, les valeurs 
de x“ dans les coins supérieur et inférieur du contour }.. Ici À 
est une constante, qui définira désormais le pas du réseau. Notons 
les conditions sur l’axe de symétrie 

0 0 (3.9) 

or 

L’instant initial sera { = H}2 — z, < 0 (c’est-à-dire l'instant où 
l’onde entre dans le domaine de calcul), nous poserons à cet 
instant les conditions initiales nulles. 

Partitionnons le domaine compris entre les contours FT et 
rl, en carrés de côté k. Pour plus de commodité le pas À sera 
choisi de façon à ce que les nœuds du réseau soient situés sur les 
contours [et F, (dans ce cas 1/k, H}h, zJh et R/h sont des 
nombres entiers). Le temps se comptait avec des intervalles 1,. 

Dans la suite nous aurons besoin de valeurs dans la couche 
moyenne (t), dans la couche supérieure (ft + t,) et inférieure 
(t — tt). Pour l’approximation des dérivées aux points internes 
on utilise les dérivées centrales obtenues par la méthode des 
différences (14.3), ch. I. Récrivons celles-ci sous une forme quelque 
peu autre : 


" 1 
CET — 9h (F5 +2 — Ji3-1)s 


Buefe = > (Jus — Ps + fos-1h (3.10) 


: 1 
der Ji —— CR (fs res +2 + Jia Es LES RES Po Ji-us1) 


Pour les équations (3.1) nous obtenons Alors les analogues aux 
différences finies 


du = 0. + à,u + (1 — 1) Ô,:00 + " Ô,U — dé 
(3.11) 


Ont —= Ô.:Ù + u Ô, 0 PE = Ô,U + (1 — u) dy PS —e OU. 


Ce schéma est un schéma à trois couches du deuxième ordre de 
précision. Sa stabilité exige l’observation de la condition de Cou- 
rant (cf. S14, ch. I). 

Construisons un schéma aux différences finies pour les condi- 
tions aux limites. L’analogue aux différences finies de la condi- 
tion (3.6) s’écrit 


Gi + dnQn = 0 die + Vu ne = 0. (3.12) 
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Comme nous utilisons des différences centrales, parmi les points 
figurant dans (3.12) sont ceux situés en dehors du domaine de 
calcul. Pour les éliminer servons-nous des équations (3.6). Nous 
hs l’approximation des conditions aux limites sous la 
orme 


+ (34 + 8,41) + Jui — dun L= 0 
(3.13) 
En 


——— (0,42 + Vu 3,g9) + ÔurQe — Ut OunQo = (0. 


Pour transformer la condition (3.3) utilisons de même les diffé- 
rences centrales. Nous aurons alors 


OT Guars = Er 0 + IV) + 
2 Pa 
+2 duo +L tr IEC né RS a 
{ 2 


—«(, RE Ne Le +) = O(h?). (3.14) 


Ici l, est le segment de droite r = 1; — H/2 < : < Hf2; l'indice 
supérieur 1/2 indique qu’on à procédé à l’approximation avec le 
pas h/2. Le calcul de ô,w à été effectué pour la couche inférieure. 
Pour l’équation (3.3) on à utilisé une approximation du premier 
ordre *). Pour les autres conditions aux limites on a utilisé une 
approximation du deuxième ordre. 

La condition sur l’axe de symétrie prend alors la forme 


u —= 0, ,w = 0. (3.15) 


La condition sur la frontière du cylindre q, = Q, reste inchangée 
et la condition (3.5) devient 


Big — QD) =0 (lèmi <<) 
k . (3.16) 
Bnfe = Pa Bi(g2 — Q2) ( ônQ2| = + 


*) Une approximation d'ordre plus élevé aurait conduit à l’approximation non 
explicite de (3.3). 
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La solution de ce système non linéaire sera : 


= —Y Si [Yi + Yel <k; 
q | 1 h +Y | ] (3.17) 
Ge — Ye = he SISN(Y + Ye) Si [Yi + Yel > ko. 
Jci 
ke =, 
u 


2 3% 
1 —= é RS /(42 — Q2) — Q2 


2 mn 
Y2 = ES RO 2 + Yo 


A la dernière étape il ne reste qu’à déterminer directement les 
déplacements pour la couche supérieure. 

Donnons les résultats des calculs effectués pour des paramè- 
tres fixés À — 0,2; z5 = 2,5; R = 8,0. Sur la figure 95 est repré- 
sentée la vitesse v(1), les courbes 7, 2, 3, 4 correspondant à p = 0,5; 
1,2; 4,aveeH —1l;u—=03; T = 0,5; k = 0. Sur la figure 96 


V TT 
= 


D’//ABEE 
CI. 


2 4 ( 


Fig. 95. Vitesse n({) en fonction des paramètres 
essentiels. 


S 4] PROPAGATION DES ONDES ÉLASTIQUES DANS UN CYLINDRE 349 


sont représentées les contraintes o.(r) sur la face supérieure à 
l’instant où elles commencent à se stabiliser. Les courbes 1, 2, 3 
correspondent à H =0,5; 1; 2etunu—=0,3; p—=1; 4 = 0. 


2,0 


Fig. 97. Relation o:({) au centre de la face supérieure. 


Sur la figure 97 est représentée la variation de la contrainte 
c.(t) avec le temps au centre de la face supérieure. Les courbes 
1. 2 correspondent à u — 0,1 et 0,5 avec H=2; p=1; T — 
= 0,25. 


$ 4. Propagation des ondes élastiques 
dans un cylindre circulaire 


Considérons le problème dynamique à symétrie axiale de 
l’élasticité pour un cylindre circulaire [62]. Soit R, le rayon du 
cylindre, ? sa longueur et z l’axe de rotation. Récrivons l’équa- 
tion Rs mouvement (4.2), ch. II, sous une forme quelque peu 
modifiée : 


0Gr . tre Or ce — dv, 

or dz | r êt © 

dtrz " dc pee. des. (4.1) 
or oz r ot 


où r,, t, sont les composantes du vecteur de vitesse. 
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Récrivons également la loi de Hooke (3.30’’), ch. II, sous une 
forme modifiée, l’ayant dérivée par rapport au temps : 


00- __ 1 06r —_ 1 _. 2u ôp 
Ôr ou | dt 3x + 2u } ot |” 


ur = À |. _ fi 2% | © 
r 2u | at 3à + 2u } dt |” 


d : 
SL NL _. OTtrz (4.2) 


= ? 


: ôr u ot 
dv: __ “E: d0: ES 1 _—_ 24 op 
2 2u | ot 31 + 2u } ot |? 


P= (0, + co + c.). 


Nous obtenons de la sorte un système fermé d'équations par 
rapport aux contraintes et aux vitesses. 

Nous partirons des conditions initiales et aux limites suivantes. 
Pour t = 0 toutes les contraintes et les vitesses sont identiquement 
nulles. La surface cylindrique est libre. Sur la face : — 0 la vitesse 

: = To et T,e = 0. Pour : — 1, le vecteur des contraintes s’annule. 
Les effets les plus intéressants dans ce problème étant liés à la 
propagation d’ondes, aussi est-il préférable d’utiliser pour sa 
résolution numérique la méthode des surfaces caractéristiques 
proposée dans [63]. Cette méthode permet de décrire de la ma- 
nière la plus complète le mouvement ondulatoire et d’« émousser » 
le moins possible le saut de la solution sur les fronts des ondes 
en propagation. 

Ramenons les systèmes (4.1) et (4.2) à une forme adimension- 
nelle en introduisant les variables suivantes : 


(4.3) 
o _ Àk+2p et D 
p d 1 — 2v 2(1 + v) 
Dans la suite nous omettrons le signe tilde dont sont affectées 


les grandeurs adimensionnelles. Nous obtiendrons alors un sys- 
tème que nous représenterons sous forme matricielle 


ou ou ou 
A + 4 + 4: = B, (4.4) 
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OÙ U — U(T,, D, Cr Ces O2 Tr) €St le vecteur solution, B — 
—=B(—(0, — oe)/r, — *,.fr, 0, v,fr, 0, 0) est le vecteur des seconds 
membres, À4,, À,, A. sont des matrices symétriques de lx 
forme 


—] 0 : 
A, — & —av 0) , 
0  — av a —avi 0 
av —a@v œ 
cmt eee RS 
0 0 i —$ 


0 0:10 0:0 
: È 


0 0: 0 0 0 1 


1 0 
#10 0 0 : 0 | 
0 0: 
0 1! 0 0 

0 000! 1 
00 1:00 
=? 
0 0! 0 0 
0 1: 
10 © +0 


Formons l’équation des surfaces caractéristiques o(r, z, t) = 0 
pour le système (4.4). Elle est de La forme 


As LE | 5 
A, + À, + À,  L— 0. (4.5) 


L'’équation (4.5) peut être récrite sous une forme plus commode : 


[A ,n, + A:n. — DA,| = 0, (4.5”) 
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« 1) e L 2 
où = / |grad | sont les cosinus directeurs de la nor- 
Ti 


male n à la surface caractéristique o(r, z,t) — 0, et D — 
= — (#) / |erïad ©], la vitesse de propagation de la surface carac- 


téristique © — 0 dans l’espace rz. 
En développant le déterminant, l’équation (4.5’) prend la 
forme : 


EDS — (né + nb) [DE — 2 (nt + #9] DE 0. (457) 


On voit que la surface conique (4.5”’) se décompose en deux 
cônes circulaires et une droite que l’on peut considérer comme un 
cône dégénéré. Remarquons qu’à la différence du cas d’une seule 
équation d’onde (cf. $ 9, ch. I) on 2 ici trois cônes circulaires. Au 
premier cône correspond une onde longitudinale se propageant à 
la vitesse D, — + 1, au second cône une onde transversale se 
propageant à la vitesse D, — + B-? et au cône dégénéré 
D,, = 0 une onde stationnaire. 

Cherchons les conditions de compatibilité sur les surfaces carac- 
téristiques. Déterminons pour cela les vecteurs propres ©, dits 
vecteurs propres à gauche de la matrice À = A,n, + An. par 
rapport à la matrice *) À, : 


A — oDA, = 0. (4.6) 


À chaque valeur propre D correspond une famille monopara- 
métrique de vecteurs propres à gauche qu’on tire sous forme 
explicite de l’équation (4.6) et dont les composantes sont : 


2 2 2. 2 
a,{». Nes 1 --N, l1l——, 1l——n, — nn) 
B B B 8 


0 o 
Arles 2 nr — 
Of—n. nn, —2—2, 0, —nn, ———©|, 
g/° gt/2 


(0, 0, n°, 0, n;, 0), 
(0, 0, 0, 1, 0, O). 


Multipliant le système initial (4.4) par chacun des vecteurs 
propres (4.7) nous obtenons les relations de compatibilité sur les 


*) Dans le cas où la matrice À, est une matrice unité, le vecteur o@ est simple- 
ment vecteur propre de la matrice À. 


& 4] PROPAGATION DES ONDES ÉLASTIQUES DANS UN CYLINDRE 353 


surfaces caractéristiques : 


ou vu ou ; ou ou 
o A, Es + Pi _. 1. es un CODE (re — N: A = w,B, 
J= à 


| out 1e on CE + N- a] + 
r 


OU 


+ 0 Cr — + — @,B, (4.9) 


out = vit ou 
OPA + a#K(n, en. }= wo B, (4.10) 
€ 


d:= ” dr 


o!A, 
: or 


Ju PE ut Ju ° 
=. + of K{u, — 1 = o{?B, (4.11) 


K = n,A, — n.A.. 


Examinons, par exemple, la relation (4.8), valable sur le cône 
d'ondes longitudinales. Cette relation contient des dérivées par 
‘apport à deux variables 8 et !. La variable # varie le long de la 
bicaractéristique (c’est-à-dire le long de lx ligne de tangence du 
plan caractéristique de normale # avec le cône d’ondes longitudi- 
uales) et I variable {, suivant la direction qui lui est orthogonale : 

or 


(LEP ol (LE 


Les transformations effectuées ont permis de passer des rela- 
tions différentielles contenant trois variables à des relations con- 
tenant seulement deux variables. Ecrivons les relations (4.8) 
à (4.11) en coordonnées curvilignes n et L liées aux cônes curac- 
téristiques. En ces coordonnées les équations prennent la forme 
la plus simple : 


Te te. + Gn) + + (=. T = a) = o,B, (4.8”) 


1" 


€ 9 ; 
— (8e + 0) + (oi + 80.) = o,B, (1.9) 


3v P GI , 
—|c, — —Dl\=———- 4.10 
ot (- 1+v p) B ol | 
a 3v 2 vo 

= = — — —, 4.11” 
dt (c. 1+v p) Br ss 


23 
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Ici v,, v, sont les composantes de l4 vitesse dans les directions 
n et.l, 


On = SU += ,nn. + cn, 

Gi MN + Gun — NN, 

s) “= _ 2 . 
ut = (GS: — 6,)nqn. + =,(nS — ni), 


les composantes du tenseur des contraintes. 

L'étape suivante consiste à choisir dans le système obtenu 
six relations linéairement indépendantes relativement à six fonc- 
tions inconnues. Dans le cas d’un nombre de variables supérieur 
à deux le système de relations caractéristiques convenables n’est 
pas unique. Il est naturel d'en retenir celles qui dounent lieu à 
des équations aux différences finies simples, permettant d'utiliser 
un réseau régulier et vérifiant ki condition nécessaire de stabilité 
de Courant. 

Les relations (4.8’) à (4.11’) prennent la forme la plus simple 
quand l4 normale » coïncide avec 1 normale aux plans de coor- 
données, ce qui correspond aux valeurs n, = 0, n, = + 1 et. 
n = 0,n, = — 1. 

Ayant pour but d'obtenir un réseau régulier et d'éviter des 
interpolations intermédiaires, nous proposerons le choix suivant 
de relations caractéristiques pour rechercher la solution aux points 
internes. Attachons quatre relations (4.8) au cône d’ondes longi- 
tudinales pour n, — 0, x, — + 1 et n. — 0, n, — + 1. Ces plans 
forment une prramide régulière tétraédrique circonserite au 
cône et. tangente à celui-ci suivant ses quatre bicaractéristiques. 
La base de la pyramide forme un carré de côtés coïncidant avec 
les lines de coordonnées (fig. 98, a). Les deux autres équations 
sont prises dans les plans caractéristiques (tangents au cône dégé- 


@ 


b) 
Fig. 98. Cellule élémentaire. 
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néré) passant par l'axe de la pyramide et les diagonales de sa 
base (n, — 1/V2, n, = —+ 1/Ÿ2). Ces six relations constituent un 
système d'équations linéaire indépendant, équivalent au système 
initial. 11 peut être représenté sous la forme : 


a (9) V — Or — 90 Ÿ Dr 
À r + Gr) un os re + É DT re 7e, RENE 

Js, y= | — % Fr Î — r 

U . à y - = v U 
Ée (tv. Le G.) sis ee (=. + maso v, — Te Pr. = L., (4.12) 
On; or 1 — r 10 r 


_— ——  —— EE End 
— — — 
e 


k e : « à 
os, or of or, U= ol ol, oz ur 


Comme on a déjà noté, dans chacune de ces relations figurent des 
dérivées rien que de deux variables, ce qui constitue un avan- 
tage pour l’intégration numérique. Les équations (4.12) se 
laissent représenter sous forme de relations intégrales en réalisant 
l'intégration suivant la face de la pyramide pour laquelle l’équa- 
tion correspondante est remplie. Appliquant la formule de Green 
nous transformons l'intégrale de surface en intégrale de contour, 
ce qui permet d'obtenir des relations intégrales ne contenant pas 
de dérivées. La première relation (4.12), par exemple, prend la 
forme 


(r, Poux 5,) 42 ne Fri a l', ds, cd 
: 1 —. 


é 


r Dur 


îr ei 0 . Rs es. (1.13) 


où Ÿ est la surface du triangle 40B, et C son contour. Utilisant 
telle ou telle formule d'intégration nous obtenons une représentation 
aux différences finies des équations (4.13). D’une manière analogue 
sont transformées les autres relations (4.12). 

Appliquons sur le domaine occupé par le corps dans le plan r: 
à l’instant du temps t — £h un réseau carré de pas À aux points 
nodaux ?k, jh. A l’instant du temps suivant t + At = (k + 1), 
la solution sera obtenue aux points nodaux du réseau, décalé d’un 
demi-pas suivant 7 et 2, c’est-à-dire aux points de coordonnées 
(2 +12) k, (3j + 12)h. En utilisant, par exemple, la formule des 
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trapèzes, les équations (4.13) peuvent être écrites avec un tel 
réseau : 


A+ 1 


a | k -L ef —_ À de 
Lire, j+e 1+1,7 + Up, jet . Copie Css | 


h - 
+ nn L' L* LA+1 
3 Di+1/2, 341 dE Lei) ul lip, J+1;2 | 


Ï 
1 | 
Re 
à 
pa 


Li ! 
CHE PRET Du 2 ER + bi di — dis + Ce 
++ (2 LA + LAN }l 
3 s,3+1 "4,5 +12, 34+1:2 
Î L s PAT 00 v Ur 
Fr, = -— (a + b), Same (a ee. b), Li, Es É si Fe 
2 2 L r Lu r 


De ces deux équations sont déterminées t, et c,. 

Remarquons que le système (4.14) d'équations aux différences 
finies par rapport aux inconnues af+!, b“+1,... est de forme diago- 
nale, ce qui réduit considérablement les calculs (en comparaison 
de l'application immédiate de la méthode des différences finies aux 
équations différentielles initiales). 

Voyons comment se construit le schéma aux différences au 
voisinage de la frontière. Les conditions aux limites dans le cas 
général peuvent être écrites sous la forme 


Qty + bo, = fi; al + D: 3 (4.15) 


où les indices vet + correspondent à la normale et à la tangente 
a la frontière. 

Remarquons que pour l'élaboration du schéma aux différen- 
ces l’utilisation des relations caractéristiques sur la fronticre est 
d'importance particulière. Le fait est que pour la coustruction de 
l’analogue aux différences finies des équations (4.12) aux points 
frontières on obtient un nombre de relations supérieur au nombre 
d’inconnues. Seule la forme caractéristique canonique par rapport 
a la frontière fournit un schéma aux différences univoque et. 
correct pour le calcul des points frontières. Pour l'obtenir il faut 
dans toutes les équations caractéristiques (4.8”) à (4.11”) poser 
la normale n coïncidant avec la normale v à la frontière. Nous 
obtenons quatre relations, une pour chacune des formules (4.8’)- 
(4.11°) auxquelles on adjoint deux conditions aux frontières, en 
tout six conditions. 
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Effectuons les calculs pour la surface latérale du crlindre 
(r = 9). A la forme canonique correspondent les équations 
(4. 8’) à (4.11) pour »#, = 1, n. = 0. Les remplaçant comme dans 
le cas du point interne par des relations intégrales, intégrant 
suivant la surface des triangles 40B, 14,0B, et 14.0B, (fig. 98, b) 
situés respectivement dans les plans tangents aux cônes d’ondes 
longitudinales, transversales et à la frontière, nous obtenons les 
équations aux différences finies qui suivent. 

Pour le triangle AOB sera valable la première relation (4.14). 
Intégrant la relation (4.9) suivant la surface du triangle 14,0B, 
nous obtenons 


pl? 


- F(B 0, + v}s5,] — 


(Bee, re À (8 Er, + rs] + À 


n37"* Tre e Fr: L Frs (1 16) 
3(1 + 377) I( r ), + ï € ),] | 


Pour le triangle 4,08. nous trouvons 


l 1 29 : 
do — 6 (44, + en, + 4o) — (1 = o) Lerous - (re,] 4 


2 

hi -- Do) [fe 0, v, 
(ee (N] 

AC — v} r Ja, "JB, "Ju 

où 
v 
HG —  --0,. 
1 — y 


Les poiuts angulaires sout calculés d'après les mémes relations 
que les points frontières, indépendamment pour chacune des 
surfaces formant l'angle, puis on prend la movenne des valeurs 
obtenues. 

Quelques mots sur la stabilité du schéma aux différences que 
nous avons construit. Il est évident que la condition de Courant 
est automatiquement vérifiée, mais pour notre schéma elle n'est 
qu’une condition nécessaire. On trouvera dans [62] une étude 
complète de la stabilité du schéma pour un problème bidimension- 
nel à symétrie axiale. 

Elucidons ce qui vient d’être dit sur l’exemple d’un problème 
unidimensionnel. Construisons les solutions particulières du pro- 
blème homogène sous la forme 


0 = ve'nhennAt (A — ep Ai), 
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Nous obtiendrons alors pour r un svstème d'équations algébrique 
homogène 


(2. — et) a = 0, (2 —e “)h = 0, 


24 — cos À) 5. + *. -sin 4,h(G + b) =0, 
— V 


(: — à + _ (a + b)sin 4, k = 0, 
/. [e À 


e=6pv— Ê(5,+5), (4.17) 
[- 4 
(4 — cos £h) Tr, + . ésinkhT,. = U, 
: Î ; DE os 
(: es ra 2, — #,siu Eh = 0. 
LA WA 


De la condition de la nullité du déterminant nous trouvons une 


équation pour ?. Les solutions de l'équation (4.17) ne seront bor- 
nées que si est vérifiée l4 condition 


MAX 2, < À, 
î 


dite condition de Neumann. Démontrons que cette condition est 
réalisée. En effet, le système (4.17) se décompose en deux systé- 
mes, le premier par rapport aux grandeurs a, b, 6.et ce, et le second 
par rapport à ©. et 7... 

Les nombres caractéristiques du premier système sont 


n= ec, 2, = et, = COS, Ds = + 1. 


On en déduit que les ondes harmoniques correspondant aux raci- 
nes ?, et ?. se propagent sans affaiblissement ni dispersion, de 
sorte que les quantités o, et ®, sur les fronts d'ondes de discon- 
tinuité cylindriques longitudinales ne seront pas étalées, en même 
temps oc. sera lissé. 

Pour le second système caractérisant la variation des quantités 
=. et v. dans les ondes cylindriques transversales l'équation 
caractéristique s'écrit : 


°) 
24 — DE COS Eh — (1 — - si” ki] + COS À, = 0. 
‘s 


Ses racines vérifient la condition max |2,| < 1. Cette équation 
$ 


montre que sur les fronts d’ondes de cisaillement il y aura étale- 
ment du saut. 
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Notons que lorsqu'il y a deux vitesses de propagation d'ondes, 
aucun schéma aux différences n’est susceptible de traduire fide- 
lement, sans introduire un « étalement », les deux ondes apparais- 
sant dans le problème du choc sur la face du cylindre d’une onde 
se propageant à une vitesse constante +, — 1, Comme les ondes 
longitudinales sont plus importantes pour le problème considéré. 
on à intérêt à les décrire avec le plus de précision. 

La méthode numérique exposée à été appliquée à la résolu- 
tion du problème du choc sur la face du cylindre à une vitesse 
constante. 

Sur la figure 99 est montrée 11 variation de la vitesse longitu- 
dinale » suivant la longueur du cvlindre pour r = 0 aux diffé- 
rents instants du temps {. Le cylindre est suffisamment long 
pour qu’il n’y ait pas réflexion d’ondes sur là face : = /. Dans 
l'exemple considéré on prenait V, = 5; v — 0,3. Avant l'arrivée 
des ondes réfléchies de la surface latérale du cylindre, l’onde longi- 
tudinale se propageait sans distorsion, conservant sa forme en 
gradin, à une vitesse «4 — D, = ((à + 2u)/p)"*. Avec l'arrivée 


V- r\ 
IR 
PTE | | 
5 J | | \ 
LR \\ 
| ; 
4 mr. | 
A À 
| | | | 1 
: D / | \ /| 
ef | 7 | 
| 
0 } | | 
2 3 4 5 6 7 


Fig. 99. Distribution de la vitesse v- pour un cylindre infini. 


des ondes latérales le tableau de propagation de l'impulsion se 
complique. Déjà pour t — 32?/c l’impulsion se décompose en pré- 
curseur, impulsion de faible durée se propageant en soliton 
à une vitesse a, et en impulsion principale dont le front se pro- 
page à une vitesse proche de la valeur a, = (E/e)? donnée par 
la théorie des barres. L’amplitude du précurseur est légèrement 
inférieure à la vitesse appliquée et varie peu avec le temps. 
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pe 


J’impulsion principale à la forme d’un gradin auquel se superposent 
des oscillations ; la vitesse est maximale en arrière du front et 
dépasse la valeur appliquée V, d'environ 40-45%. On trouvera 
dans [64] la solution 
asymptotique pour le pro- 
blème considéré lorsque 
t > Role 

Déjà pour t - 10 X,'e 
la solution numérique ob- 
tenue se comporte comme 
la solution théorique, tan- 
dis que la vitesse v, dépasse 
J, de moins de 30 %. 

On montre sur la figu- 
re 100 la distribution des 
vitesses suivant l'axe r = 0 
dans un cylindre de lou- 
sueur finie { — 5, après 
la réflexion de l'onde lon- 
vitudinale sur la face libre 
. A n du cylindre aux différents 
Fig. 100, Distribulion de Ja vitesse ». pour un . ë & 

cylindre de longueur finie. instants du temps. Après 
° réflexion sur la face libre, 

la vitesse croît rapidement et s'approche de la valeur prédite par 
la théorie élémentaire des barres. Le tableau est qualitativement 
le même pour d’autres valeurs de r, mais l'amplitude des oscilla- 
tions décroit sous l’effet des ondes latérales à mesure qu'on s’éloigne 
de l’axe. La contrainte o, au point r — 2: — 0 de la surface de 
contact baisse de la valeur pa, à la valeur pa,Ÿ, fournie par 
la théorie des barres et oscille ensuite autour de cette valeur avec 
une période d'oscillation proche dans l'exemple considéré de 
4 Ro/a. 


Sa. Diffraction d’une onde élastique 
sur une cavité sphérique 


Soit dans l’espace une cavité sphérique de rayon r,. De l'infini 
arrive une onde longitudinale plane d’intensité 6,4. Considérons 
l'interaction de cette onde avec la cavité sphérique [68]. Nous 
choisissons naturellement un repère sphérique (r, 6, ©), diri- 
geant l’axe 0 — 0 de telle sorte que le problème soit à symétrie 
axiale. 

Introduisons les grandeurs adimensionnelles 

, Gi ll; , r 


RE à M=——, = —, =— (5.1) 
VA + 2u u y To 


& 5) DIFFRACTIOF D'UNE ONDE ELASTIQUE SUR UNE CAVITÉ 361 


Ecrivons le système d’équations dynamiques de l’élasticité 
pour les contraintes et les vitesses (pour plus de commodité 
nous ometirons dans la suite les crans), supposant les unités de 
mesure telles que a = 1 et p — 1: 


: » Dr n[2u ; t6 
nu + 2) + Gant ee), 


De , A1—pu | (1—2yvcot0 

So=(1—24)u,, + —- RER ( d | 
ÿ r 
Sy = (1 —2u') (u. + za.) OR CR A 
r : pa 

= u.0 v | 

—— 4 + V,r ne | (5.2) 
d r 
I T6 , 20r— 69 — cp+ <cotô 
Le — Gr,r + = + ne 


: C6.6 3+ + (59 — c-)cot 0 
' Tr + Eee su a 
r 


Ecrivons maintenant les conditions initiales et aux limites. 
Dans le domaine perturbé (avant l’arrivée de l’onde incidente) 
les contraintes et les vitesses sont les suivantes : 


6, = — Go(l — 2u’sin*6)f(E), - = cou’sin206 f(E), 
Gp —= — 6p(1 — 21’ cos 6)f(£), nu — — c,f(é) cos 6, (5.3) 
Ge — — cl — 2u”)f(£), v = cf(é) sin 0, 


où f(£) est une fonction donnée (éventuellement discontinue) carac- 
térisant la forme de l’onde incidente. Dans la partie restante les 
vitesses et les contraintes sont nulles. Supposant la cavité libre 
de contraintes, nous obtenons 


6, =0, =—=0 (r= 1). (5.4) 


Passons à de nouvelles fonctions que nous définirons par les 
formules 


Cr + 0 Gr — GQ 1 — 2 sn 
= EE ( em en ‘ 2.9 
P à A an DE mer (5.5) 
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Le système d’équations peut alors être écrit, en notations matri- 
cielles, comme un système symétrique du premier ordre 

At + Aÿr + 4%o + B = 0, (5.6) 
où A‘ est une matrice définie positive, À’ et A° des matrices 
symétriques dont l'expression détaillée est : 


10 0 O0 O0 0: 
0 1 O0 O0 O0 0 
w 1 
: CE Drm 0 0 
y=| | 4=[00 0 + o o|, 
ds 00 0 0 +, 
- He 
0 0 0 0 0 — 
0 O0 —1 —1 0 0\ 
0 0 O0 O0 —1 0 
. [—1 0 0 0 00 
#= | 1 0 0 o oo 
O0 —1 O0 0 0 
0 O0 0 0 oo (5.6) 
0 O0 0 0 —1 0 
0 O0 —-11 00 
wi 0 —-1 00 00 
7 r| 0 1 00 oo 
—1 0 0 00 
0 0 O0 00 
0 O0 m, —3 —s 1 
0 O0 m,s 8 0 8 
1 [Mo M3 0 0 00 
B=—-| 1 0 0 o oo! 
0 1 O0 O0 00 
Ma MS 0 0 0 0 
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’ 3u—2 Qu’ — 1 4° — 3 
tL PR u 


a — 9 Me = y My = : 
1—u 


Vi 1-1 lu 


—= Cot6. 


Nous chercherons la solution sous la forme d’une somme de 
deux termes, l’un traduisant l’onde incidente et l’autre, l’onde 
réfléchie. Toutes les grandeurs se rapportant à l’onde réfléchie 
seront affectées de l'indice inférieur «1». Pour le vecteur y, 
nous obtenons alors les conditions aux limites suivantes : 


Pi + & = (1 — 2u'sin* 6)f(E), 
7 = — u’sin 2 0f(). 
La nullité des conditions initiales est évidente. 
L’emploi de la méthode des différences finies nécessite que le 
domaine de calcul soit limité par une frontière extérieure, comme 
au $3. Il est commode de choisir pour frontière une sphère de 
rayon suffisamment grand r — R,, où l’on peut donner les condi- 
tions aux limites sous la forme : 


D+ih+u=0, = +Vur = 0. (5.8) 
En vertu de la symétrie axiale, on doit avoir sur l'axe 0 = © les 
conditions suivantes : 


- —= 0, TD = 0, PD,6 —= Go = f,0 = U,9 —= 0. (5.9) 

Passons à la description du schéma de calcul. Introduisons un 
réseau de mailles 

Tr; = (1+ A8) (2 — 0,1,...,M), 
0, — A6 ( = 0,1,..., N). 
Le pas variable Ar, (suivant la coordonnée r) se choisit de façon 
que les côtés des mailles aient environ la même longueur. 

Les fonctions p, q, - et f ne seront déterminées qu'aux 
nœuds du réseau, alors que « et v le seront au centre des mailles. 
Afin d'améliorer la précision d’approximation suivant le temps, les 
vitesses « et © seront calculées aux intervalles de temps t? — 
= A\(k—0,5), et les fonctions p, q, + et f aux intervalles de temps 
t—= Aik (4 = 0,1, ..., X)*). Pour les points internes on utilise 
les différences centrales par rapport aux coordonnées et par 
rapport au temps. 

Comme la frontière du domaine de calcul passe par les nœuds 
du reseau, les vitesses ne sont soumises à aucunes conditions. La 
condition (5.9) se remplace par la condition 


— 0, dep = deg —= do f —= 0, (0.10) 


(5.7) 


*) Avec cela il est possible d’utiliser les différences centrales suivant le temps, ce 
qui conduit à une précision du deuxième ordre. 
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où © est un opérateur approchant la dérivée première par rapport 
à l’angle 6 avec une précision du deuxième ordre *). 

Les conditions (5.7) ne suffisent pas pour déterminer les quatre 
grandeurs ?, q, +, f sur la couche supérieure suivant le temps 
lorsque 7 — 1. Aussi faut-il adjoindre à celles-ci deux relations 
bicaractéristiques pour le système (5.2), ce qui nous donne les 
conditions 


p+g=(1—2y'sin60)f(E), += —u'sin20f(&), 
MP — (A — n') Que — 2u'(l — ) 0,0 — 


(5.11) 
— u'(8 — 4u) = — (1 — 2) — cot ô = 0, 


fr = men e + 7 cot o) = (. 

1-1 r r 
Aux conditions sur la frontière r — R, étaient adjointes égale- 
ment les relations bicaractéristiques. 

Afin d’éliminer l’oscillation de la solution numérique au voisi- 
nage du front d’onde, on appliquait un «lissage » à trois points 
avec des coefficients dépendant du gradient de la solution 
à lisser (cf. par exemple [123)]). 

Donnons à titre d’exemple les 
résultats d’un nombre de calculs. 
Sur la figure 101 est montrée 
la variation de la contrainte oo 
dans le temps à un point de l’équa- 
teur. Les courbes 1, ?, 3 corres- 
pondent aux valeurs 1” — 0,25; 
0,3 et 0,33. 

Sur la figure 102 sont montrées 
les courbes o4(6) à différents ins- 
tants du temps. Les courbes 1, ?, 
3 correspondent aux instants du 
temps {—2,094 ; 4,188 et 6,983. La 
courbe marquée de petits cercles est 
la solution du problème statique. 

Sur la figure 103 sont repré- 
sentées les courbes de niveau pour 
Fig. 101. Relation og(f). | Toax | lorsque t{ = 0,837. 


*) Sof = [4/(80 + A8) — (0 + 246) — 3/(6,)}/240. 


s 5 
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Fig. 102. Distribution de og suivant  l’angle. 


Fig. 103. Lignes de niveau |=,..| 
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SUPPLÉMENT 


1. Solution de Kelvin-Somigliana pour un 
corps anisotrope 


La méthode des potentiels peut être utilisée pour la résolution 
des problèmes spatiaux de l’élasticité dans le cas d’anisotropie 
de type général. Pour la construction des équations intégrales 
correspondantes il faut (comme dans le cas d’un milieu isotrope) 
disposer d’une solution de Kelvin-Somigliana. 

Exposons la méthode d’élaboration d'une telle solution. Nous 
partirons de la loi de Hooke (3.15), ch. II. Portant ces relations 
dans l’équation (4.4), ch. II, nous obtenons les équations d'équili- 
bre en déplacements pour un milieu anisotrope 


Cpar<Ur,sa Sn P; = (0. (1) 


Afin de construire dans tout l’espace les solutions des équations 
(1) appliquons les transformations de Fourier (4.17), ch. I, par 
rapport à toutes les trois variables. Les transformées s'écrivent 


k,(À)4,(n) = P,(0); (2) 


E, (À) = CogrsheÀse 


Soient k7,(À) les éléménts de la matrice inverse de la matrice 
d’éléments k,, i.e. 


où 


(A)Er (À) = Dir *). (3) 


Multipliant les équations (2) par la matrice d’éléments £/,(A) nous 
arrivons d'emblée à la représentation de la transformée des dépla- 
cements, soit 


a) = ANNE, (N). (4) 


Appliquant la transformation de Fourier inverse, nous rétablis- 
sons les expressions des déplacements : 


(Cruz) = \ P, (y) dy, dye dy \ els 7 7 (j) GA Dodke (5) 


*) La matrice inverse existe car l’énergie de déformation est une forme définie 
positive. 
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Simplifions la représentation, obtenue mettant à profit le fait 
qu’on cherche la solution pour une force concentrée unité (dans 
ce cas une composante seulement est non nulle). Nous avons 


(27}u,(x) = \ ea ak (À) dr dho AA. (6) 


Passons maintenant de l'intégrale suivant tout l’espace à une 
intégrale suivant une sphère de rayon unité, en introduisant les 
coordonnées n(à, = pn,). Remarquons d’autre part que les élé- 
ments de la matrice K,,(A) sont des fonctions homogènes d’ordre 
2. Par conséquent, les éléments de la matrice Æ,.(A) seront d’ordre 


— 9%, Aussi 


R 
(ru (e) = lim (#56 de À cos (pner. de 
Pp=…0 


= lim \ Enr) SRE Jo. (7) 
Ro NdTd 
Introduisons sur la sphère les coordonnées 6, 9, le rayon 6 = 0 
sera dirigé le long du vecteur x,. Ceci permet de simplifier davan- 
tage l’expression (7): 


2e 1 
(CrJre,(a) = lim \ de \ gts UE Qu. (8) 
— O0 & 
0 —] 


Ici 
= Tity bd — COS0, Kp(ts 6) EE ken). 
Faisant appel à l’égalité (4.14), ch. I, nous obtenons 


27 


Carea(r) = + \ ka(0, ®) de. (9) 


O 
Récrivons la représentation (9) sous une forme plus commode : 


u(x) = ren LL (10) 


L'intégrale est prise suivant l’arc de cercle de rayon unité dont le 
plan est perpendiculaire au vecteur x, et dont le centre coïncide 
avec l’origine des coordonnées. 

Dans le cas où le milieu est transversalement anisotrope *) les 
intégrales de (10) se calculent sous forme explicite. 

*) On appelle transversalement anisotrope un milieu possédant un seul plan d'iso- 


tropie. Dans ce cas les constantes élastiques non nulles s'expriment par cinq cons- 
tantes. 


368 SUPPLÈMENT 


Traitons le problème plan de l’élasticité pour un corps aniso- 
trope. Supposons qu’en chaque point d’une plaque les propriétés 
élastiques du milieu sont symétriques par rapport à un parallèle 
au plan médian. Comme dans le cas isotrope (cf. $ 4, ch. III), 
nous supposerons que les efforts s’exerçant sur les bords de la 
plaque le sont dans le plan médian. Passant alors à des grandeurs 
moyennisées suivant l’épaisseur de la plaque, nous obtenons les 
relations entre déformations et contraintes 


Er = CnOz T CioOy + C6 Try 
Ey — C190z À Corp À CogTry (11) 

Va = 16027 7 CogOy TT Ce6T ry 
Comme dans (4.20), ch. III, introduisons la fonction d’Airy 
U(zx, y). La substitution des contraintes dans les équations de 


compatibilité des déformations conformément à (11) nous con- 
duit à une équation pour la fonction d'Airy: 


NU dtU 
Coo SRE A 26 
”” gr ” dxdy 
LE 08 otU 
Deio + Cas) —— — Leg —— + y — = 0. (12 


L'’équation (12) s’avère biharmonique dans le cas isotrope. 
Soient u. les racines de l'équation caractéristique 


Cat — 20° + (Zoie + Co} — 2Cagt + Coe = 0. (13) 
Comme on sait (cf. par exemple [128]), les racines de cette équu- 


tion sont toujours complexes (elles sont purement imaginaires 
pour un inilieu isotrope). Soit 


m= ati, m—a—iÿ, us = y + id, = —tiè (14) 


Dans le cas de racines distinctes la solution générale de l’équatiou 
(12) se représente sous la forme 


U(z, y) = (a) + W£r) + Ware) + Uo(Sa)s (15) 


où u(z) et w:(:) sont des fonctions des variables complexes 
A = D + y €b 2e = TL + Ho. 
Donnons les expressions des contraintes et des déplacements 


Cz — 2Re C u1®:(2) + u3®: (25) ] , 


Gy = 2Re[Di(s) + D:(£2)], (16) 
Try —= —2Refu:D:(2:) + moDi(5e)], : 


u — 2Ref p.,®,(:,;) À PaPa(Z2)]. 
v = 2Re[qg®,(:;) + gDe(se)], 
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où 


d 
D,(s) = _ 


: D, (22) ee dus. 


PM = Cuti + Gas — Casio Pe = Et C2 — Crelas 


Co Ces 
Qi = Cu + — — Cogs eo —= Cols + —— — Co. 
M1 Us 


2 Sur une approche relative à des milieux 
viscoélastiques 


On appelle viscoélastique un ne dont la rhéologie se décrit 
par les équations 
Gift) = Eïju(t)eu(t) (1, 3 = 1,2, 38), (1) 
? 
Ejneu = Ciueult) + \ Bite s)eu(r)dr, (2) 
0 


les opérateurs intégraux dans (2) sont souvent dits opérateurs 

du type héréditaire (les intégrales de (2) sont en général comprises 
au sens de Stiltjes). On a les égalités 

Esju = En; = En = Ens;, (3) 

valables également pour les composantes Ciju et B;;u. Dans le cas 

où Biju = 0, les relations (1) sont équivalentes à la loi de Hooke. 

Bornons-nous à une relation particulière ayant lieu pour les 


fonctions Bi;u(t, 7) (et pour de nombreux matériaux rencontrés 
dans la pratique) 


où 


Biju(t,=) = Biju(t — =). (4) 

Nous allons considérer les problèmes de viscoélasticité dits 
quasi statiques. Dans ces problèmes les conditions aux limites (en 
déplacements ou en contraintes) varient dans le temps et les ter- 
mes jiuertiels sont néglisemment petits. Admettons que sur la 
pie S. de la surface frontière sont donnés les déplacements 

F, (y, t) et sur la partie S:, les contraintes F,(y,t). On peut donner 
partout, évidemment, rien que des déplacements ou rien que des 
contraintes. Pour le problème mixte cependant on devra supposer 
qu’au cours de la déformation le bord des surfaces $S, et $: 
reste inchangé. 

Ainsi, un problème de viscoélasticité se ramène à la résolution 
des équations d'équilibre (4.4), ch. IIT, des équations de compatibilité 
des déformations et de l'équation d’état (1) avec la restriction (4). 
Effectuant dans ces équations les transformations de Laplace 
(4.30), ch. I, par rapport au temps, nous obtenons les relations 
en transformées entre contraintes et déformations. Les équations 


24 
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d'équilibre, par exemple, se ramènent au système 
EE (5) 
Ty 
Exactement de la même facon, les équations découlant des con- 
ditions de compatibilité des déformations coïincideront formelle- 
ment avec les équations initiales si l’on remplace e,;;(x,t) par 
€, æ). Les conditions aux limites en transformées sont les 
suivantes : : 
u(?, x) — F(P, zx) (ze S;); (6) 
Tya(p, x) = F{p,r) (se S2). 
En vertu du théorème de convolution (cf. $ 4, ch. I), les rela- 
tions entre G,; et €,, prendront la forme 


GP, €) = Disx(D)en(D, x) (7) 


Diju(p) = Ciju + Biju(p). (8) 
On voit donc que les équations en transformées des contrain- 
tes et des déformations sont entièrement identiques aux équa- 
tions de l’élasticité. Il est vrai que dans ces équations figure un 
paramètre, aux différentes valeurs duquel dans le problème auxi- 
liaire de l’élasticité correspondront différentes valeurs de cons- 
tantes élastiques (dites modules instantanés). Après la résolu- 
tion du problème en transformées (plus exactement, d’une classe 
de problèmes pour les valeurs du paramètre p qu’on suppose 
utiliser dans la transformation inverse) il faut rétablir les gran- 
deurs cherchées. On conçoit que le problème se simplifie si sa 
solution en transformées s’obtient sous forme explicite. 
L'approche que nous venons d’exposer (appelée principe de 
Volterra) consiste en ce qui suit. On aborde un problème de 
viscoélasticité comme un problème usuel de l’élasticité, traitant 
les opérateurs comme des nombres constants. La solution se 
représentera alors sous la forme du produit d’une fonction dépen- 
dant des constantes élastiques et des coordonnées par une fonc- 
tion connue du temps. Il reste à passer des constantes élastiques 
aux opérateurs. 


où 


J. Sur la théorie de l’élastieité physiquement 
non linéaire 
Pour certains matériaux, la relation entre les contraintes et 
les déformations est nettement non linéaire même pour de petites 
déformations *). Limitons-nous au cas où la relation déforma- 


*) Une non-linéarité de ce genre est appelte non-linéarilé physique, à la diffé- 
rence de la non-linéarité géométrique, quand sont prises en considération les déforma- 
tions finics. 
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tions — contraintes peut être représentée sous la forme 


: ; 
Es — 2 68, + a(T$) 


EL (ou — 584) @) 


où Æ est le module de déformation volumique ; A(o) et g(T;), les 
fonctions de pression hydrostatique et d'intensité des contrain- 
tes tangentielles. En outre, conformément aux données expéri- 
mentales établissant une dépendance pratiquement linéaire entre 
la pression hydrostatique et la compressibilité, posons k(o) = 1, 
et pour simplifier l'analyse limitons-nous au cas de 


g(Ti) = 1 + gT;, 
où g = const. 
Ainsi, le comportement du milieu élastique considéré sera 


caractérisé déjà par trois constantes. Les valeurs de ces quantités 
pour le cuivre, par exemple, sont : 


K — 13,41-10!H/m*°, G = 1,51-10 H/m°, 
g = 0,18 -10G-*. 


Envisageons la résolution des problèmes plans. Pour un état 
de contrainte plan, de (1) découlent les relations 


3K — 2G 
HG  EKG 


oÙ;) Eu _ Ti(o4, EE Gd;); (2) 


avec 
2 LD) 9 
T° — © [(oz + Gy)* + (Ty Tr C:0y)]- 


Dans le cas de déformation plane, nous obtenons de la condi- 
tion £s. — O l'égalité, négligeant les puissances T,, supérieures à 
deux : 

1 [ 3X — 2G 9KG : 
.=-— ee D TE + o,). 
F7 0 | 3K=G  GK+Gÿ? | (Ge + 0) (3) 
Transformant (1) compte tenu de (3) nous aboutissons à l’expres- 
sion 


Eij — — Lois — ac, + gTioi, Tr bod,;)], (4) 


différant de (2) uniquement par la valeur des constantes, avec 
par ailleurs 


TR = SIG + cs + 0) + 3(74, — 0), 


___ 3(GK — 26) b 27K° + 18KG — 6 8G° — GKG — 9K° 


= RE EC TE En © 


23K + G) 2(3K + GF V AGK+Gÿ 
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Ainsi, la résolution du problème pour un milieu élastique physi- 
quement non linéaire se ramène à la résolution des équations 
d'équilibre (4.4) et des équations de compatibilité des déforma- 
tions (4.6), ch. III, en tenant compte des relations (4). Il est 
évident que les problèmes de déformation plane et ceux d'état 
de contrainte plan (comme dans le cas d’un milieu élastique 
linéaire) peuvent être abordés des mêmes positions la différence 
ne se manifestant que par les valeurs des constantes. 

Conformément à [128], introduisons la fonction d’Airy U(x, y) 
à l’aide des relations (4.20), ch. III. Les équations d'équilibre 
seront alors identiquement vérifiées, et l'équation de compatibi- 
lité des déformations après la substitution dans celle-ci des 
contraintes conformément à (4) se ramènera à une équation non 
linéaire du quatrième ordre par rapport à la fonction d’Airr. 

Réalisons le passage aux fonctions de la variable complexe. 
Représentons les relations (4.20), ch. III, sous la forme 

dU N JU 


* O3 6 217 SE g) 
Oz 0 " He di = (5) 


Gr + Gy = À 


Des relations (4) nous déduisons la représentation des composantes 
de déformations sous la forme 


| 2 
€, — €y =<[e-20 7 


TI | 


0z 0Z 
(6) 
— Ey + 2iyyy = : ee 17) 
Prenant en considération l’identité 
2 (au Lit) =, — en + Divan 
intégrons la seconde égalité (6), il vient 
2G(u + 10) = —2 — + f(z) — 2g \ Ti Te &, (4) 


où f(z) est une fonction arbitraire de la variable complexe. Diffé- 
rentiant maintenant (7) par rapport à =, nous obtenons l'égalité 


og +) _ _o PUR A > OU 
GRR 2 HO AN ÂT EE 


Utilisant l'identité 


idee te tif) 
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et la première égalité (6) nous ramenons (8) à la forme 
OU 


nr on LL nu 2L®"(2) + 9'(2) + ÀA(:, 2)], (9) 
où 
= o OU G) OU .- 
A(z,2) = — Re|« — DT DE + Ti GE Œ |. 
1) = TO _., 
® (=) TEE" 


Nous n’avons conservé dans (9) que la partie réelle de l’égalité (8). 
L'intégration de (9) nous donne 


= 6) +290) + 40+ (4628 Go 


2 


où (2) est une fonction arbitraire de la variable complexe. Utili- 
sant (7) et (10), nous obtenons la représentation des déplacements 
<t des contraintes 


2G(u + 0) = 2p(2) — 22° (2) — (2) + 2B(, Z); 


: ‘, ! , OA 
ce — 0, + Dir = —2 |: + VO + 2 a: |, (11) 
où 
= 3—4a, B(,2) — - | Haas 


.Les expressions (11) permettent la formulation des problèmes 
aux limites. Dans le cas du premier problème nous tirons d’emblée 
-de (11) la condition aux limites 


2o(t) — to'(t) — Y(E) = f(t). (12) 


La résolution du premier problème nécessite donc la détermina- 
tion dans le domaine occupé par le corps élastique *), de deux 
fonctions analytiques, o(2) et d(z), vérifiant la condition aux 
limites non linéaire (12). Dans le cas du deuxième problème les 
.choses se compliquent quelque peu. La condition aux limites 
s’obtient à partir des représentations (9) et (11). Nous avons 


o(t) + 170) + YO + \4 dz = (0, (13) 


*) Pour simplifier les raisonnements, on ne considère que des domaines simple- 
sment connexes. 
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où comme dans le cas linéaire 


s 


fi) =| (a ++ io) de. 


S 
0 


Les problèmes aux limites seront résolus par approximations 
successives. Il faut pour cela représenter les conditions (12) et 
(13) sous la forme 


ag) — LOUE) — GONE) = (D) — 2B"-U(L D, (14) 
2 + LS + PO = JO — (ae a. (5) 


Ainsi, le problème aux limites non linéaire se ramène à un 
ensemble de problèmes linéaires. En première approximation on 
néglige les intégrales dans les seconds membres et l’on résout un 
problème linéaire. On calcule ensuite les corrections à apporter 
au second membre et l’on réitère la résolution du problème 
linéaire, et ainsi de suite. 

Dans [128], on résout par cette méthode plusieurs problèmes 
où il s’agit de déterminer la concentration des contraintes autour 
d'ouvertures. 


4. Méthode des solutions élastiques en théorie 
des petites déformations élastoplastiques 


Exposons la méthode des « solutions élastiques » [41], appli- 
quée à la résolution des problèmes de la plasticité dans le cadre de 
la théorie des petites déformations élas- 

T, toplastiques. 

Les principes de base de cette théorie 
sont les suivants. Soient, comme aupa- 
ravant, o;:, les composantes du tenseur 
des contraintes et e;; les composantes 
du tenseur des déformations et soit 
entre les déformations et les contrain- 
tes la relation 


Y(Y) 
Eu — E — 2G (Gi, — 6), 
= (2) 
Fig. 104. Courbe de durcissc- Eiy = 90) Gi, (2 F j). 
ment. G 


Ici e — e;, 6 = 158 oc; (y) est une certaine fonction expéri- 
mentale (fig. 104), 


+ = V1/3x 
x ss — en) + (eo, — s,) + (e, — e,)° + 1/3(Y2, + Y£ + YL). 
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Le facteur figurant dans ces équations est choisi de façon à ce 
que le cas de & = 1 corresponde à un milieu élastique. Notons 
qu'entre = et « existe la même relation que pour le milieu élasti- 
que : 


ser 7 (2) 


Transformons la relation (1) en vue d’exprimer les contraintes 
uniquement par les déformations : 


(3) 


Au problème aux limites de la plasticité mettons en correspon- 
dance le problème aux limites de l’élasticité pour le domaine 
occupé par le corps initial *). Exigeons par ailleurs que les dépla- 
cements (et par conséquent les déformations) soient les mêmes 
pour les deux problèmes. Montrons qu’une telle approche est 
possible. Notons les contraintes dans le milieu élastique c;; et 
donnons l’expression de la loi de Hooke sous la forme 


ù = Lx — 26) € + 2Ge 
1 — 2v 


(4) 
6 = Ge (? # j). 
De (3) et (4) nous tirons les expressions des différences des com- 
posantes G!) = Gi} — CiJ:° 


ch — 2G (: "| (ex — €); 
(2) 
CEA — ef1 +] y (1 # 1). 


Passant dans le second membre aux contraintes élastiques, nous 
obtenons 


où = (: = 5) (or — 6*), 0, Te (3 -;)S tj" (6) 
( C0 


*) Pour la théorie de la plasticité considérée ici, la position des problèmes aux 
fimites est la même que dans la théorie de l'élasticité. 
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L'’astérisque sur © peut être omis en vertu de (2). Les composantes 
des contraintes o,, s'expriment au moyen des contraintes pour le 
problème auxiliaire de la façon suivante : 


1 + 1 * LL d 
Gui = — Gi (: = : Sy Gi = Gi. (9) 
ÿ ÿ (y 


On peut montrer que des relations analogues ont lieu pour les 
intensités des contraintes = : 
== 7" — "7, e=-6{i-")r RL | (8) 
(O ( 
Portant maintenant dans les équations d’équilibre pour les com- 
posantes leurs représentations (7), nous obtenons : 


ci + P;=0, P,= — 04 (9) 


Il est évident qu’on peut interpréter les termes P, en tant que 
forces massiques fictives. 
Explicitons la force P, : 


{6-62 


On à donc établi que dans le problème élastique auxiliaire doivent 
figurer complémentairement des forces de masse *). 

Voyons qu’en est-il des conditions aux limites. Sur la partie 
de la surface où sont donnés les déplacements les conditions aux 
limites ne changent pas par hypothèse, tandis que sur la partie 
de la surface où sont données les contraintes il est nécessaire 
d'introduire des forces surfaciques complémentaires 0°; qu’on tire 
des égalités (7). 


*) Si des forces massiques figurent déjà dans le problème étudié, il faut les 
ajouter aux forces massiques fictives du problème auxiliaire. 
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Nous ne donnerons l'expression que d’une seule composante 
(les autres s’écrivant de façon Mes 


oi, = 2G (: Ha) C — £)l += nt + — son | (12) 
ÿ 
où 
où = Gi - +) GC — ch + <a + 77,7 | (12”) 
Ÿ 


Par passage à un milieu élastique auxiliaire nous avons en 
principe terminé la position du problème. Cependant sa résolution 
effective se ramène à celle d’un système non linéaire d’équations 
différentielles. 

Nous allons résoudre ce système par la méthode des approxi- 
matious successives. On commence par résoudre le problème de 
l’élasticité linéaire en l’absence de forces massiques et surfaciques 
complémentaires (première approximation). D’après les valeurs 
obtenues des déformations on détermine les valeurs de la fonction 
4, ce qui permet de trouver les forces massiques complémentaires 
(seconde approximation) conformément à (10) et les forces surfa- 
ciques (seconde approximation) conformément à (12). Puis on 
résout à nouveau le problème de l’élasticité, mais cette fois avec 
des forces massiques et des forces surfaciques modifiées : on cal- 
cule les déformations, la fonction ‘4 et ainsi de suite. On a 
démontré [163] que pour certaines conditions (L’(-) > 0) et une 
régularité suffisante de la fonction {(-) le processus des approxi- 
mations successives converge. 

La réalisation numérique de la méthode des solutions élastiques 
appelle une suggestion. Comme la force massique est donnée 
par ses valeurs aux points discrets, il est commode d'utiliser l’appa- 
reill des potentiels élastiques généralisés (cf. $1, ch. III). Dans 
cette approche, on voit apparaître, sur la surface, des contraintes 
qu’il faut annuler (afin d'obtenir en fait une solution particulière 
de l’équation non homogène avec des conditions aux limites 
nulles). Il faut donc prévoir dans l’algorithme encore une étape 
qui consiste à calculer ces contraintes et les porter (avec le signe 
contraire) dans la condition aux limites pour l’itération qui suit. 

Le processus des solutions élastiques terminé, il n’y à aucune 
difficulté à déterminer l’état de contrainte à un point quelconque 
du corps. Pour cela on calculera les déformations (celles du milieu 
élastique auxiliaire) et on déduira les contraintes des relations (3). 
Comme le plus souvent les programmes d'ordinateur ne permet- 
tent de déterminer que les contraintes et non les déformations, 
aussi calculera-t-on dans le milieu élastique les contraintes et 
passera-t-on aux contraintes réelles à l’aide des formules (7). 
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